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III CALCULUL STRUCTURILOR STATIC NEDETERMINATE PRIN METODA 
DEPLASARI LOR Ad 


III.l. Forma analitică a metodei deplasărilor, cu necu- 


noscute deplasări 


le Consideraţii teoretice 


Metoda deplasărilor este o metodă de'calcul ce operează 
cu necunoscute deplasări (deplasări unghiulare —rotiri de noduri 
şi deplasări liniare ale nodurilor). 

In funcţie de caracteristicile cinematico-geometrice ale 
structurilor, se definesc două tipuri de structuri şi anume: 
structuri cu noduri fixe şi structuri cu noduri deplasabile, 

Structuri cu noduri fixe 


E Fie cadrul din fig.III.l a, a cărui riglá B-C este actio- 
1 natá de o forţă P. 


ο ον 


=- 2 


Sub acțiunea forţei P, nodul B se deplaseazá ín B', deoi 
859. loo o deplasare pe orizontală Uy , o deplasare pe verti» 
cală V, si ο rotire | θε. 

Deplasările Ug 94 Vg fiigd foarte mioi se pot neglija deoi 
Singura deplasare care se ia în considerare este rotirea nodului 
B (80) oare se va nota cu a, (fig.III.1b). 

Se spune că avem în acest caz o structură ou noduri fixe, 

Bistemul de bază în metoda deplasărilor se obţine fixînă 
nodurile structurii gi pentru aceasta, la struotura din fig. 
III.l.a, se.introduce o legătură sup linenteri care împiedică ro- 
tiroa nodului B. 

Această legătură suplimentară numită "blocaj la rotire", se 
reprezintă printr-un dreptunghi .(figeIII,1.c)s 

In această situaţie, rigla B-C este încastrată perfect în 
stâlpul BA, iar momentul din capătul riglei este numit moment 
de încastrare perfectă produs de încărcarea exterioară (0). Mo- 

mentul real din capătul  barei B-O se va obţine adăugînd. la mo= 
mentul de încastrare perfectă, un moment; provenit din rotirea 
noului B ară 


el aego + ugo pedea) 


Structuri cu noduri deplasabile : 


Fie cadrul din figura BRACO acționat de 0 serie de sar- 
cini orizontale». 

Sub acţiuhea sarcinilor exterioare,pe lîngă rotirile nodu- 
rilor B şi C 8e mai produce în acest caz şi deplasarea riglei BO 
(figéIII.2.b)e 

In acest caz nu e suficient să se introducă numai legátu- 


rile suplimentare pentru blocarea nodurilor, oi și o legătură 


^ 


VMYOZ 


-24 


Sub acţiunea forţei P, nodul B ae deplasează în B', deoi 
. 8*6 | loo o deplasare pe orizontală Uy, » 0 deplasare pe verti 
oală Vp şi ο rotire | Gy. 

Deplasările Up 91 Vp fiiyd foarte πλοί se potneglija,deoi 
Singura deplasare care se ia în considerare este rotirea nodului 
B (88) care se va nota cu πι (fig.IIl.1b). 

Se spune că avem în acest caz ο structură ou nodari 11295 

Sistemul de bază în metoda deplasărilor se obţine fizînă 
nodurile structurii şi pentru aceasta, la struotura din fig, 
III.l1.a, se. introduce o legătură suplimentanë care împiedică ro- 
tixea nodului Be 

Această legătură suplimentară numită "blocaj la rotire", se 
reprezintă printr-un dreptunghi .(fig.III,1.c); 

In această situaţie, rigla Β-0 este încastrată perfect în 
stâlpul BA, iar momentul din capătul riglei este numit moment 
de încastrare perfectă produs de încărcarea exterioară (ᾳᾳ). Mo- 

mentul real din capătul barei Β-0 se va obţine adăugînd. la mo- 
mentul de încastrare perfectă, un moment provenit din rotirea 
nodului B Que) ): 


κο. «πο. ο | η 


Structuri cu noduri deplasabile : 


Pie ocaârul din figura Krear acționat de o serie de Sar- 
cini orizontalee. 

Sub acţiuhea sarcinilor exterioare,pe lîngă rotirile nodu- 
rilor B gi C go mai produce în acest caz şi deplasarea riglei BC 
(fig. III,2.b)e Š : 

In acest caz nu e Buficlent să ge introducă numai legátu- 


rile suplimentare pentru blocarea nodurilor; oi şi o legătură 


^ 


p 


-3- 


suplimentará pentru împiedicarea deplasării nodurilor. 


(a) 


Z; Z2 


(e) 
Fi IH -2 


Impiedicarea deplasării, se materializează prin introdu- 
cerea unui pendul orizontal (fig.III,2.c). La această structurá 
vor exista trei necunoscute corespunzătoare celor. trei legături 
suplimentare introduse şi anume: Z], Z, = rotiri ale nodurilor 
B şi C — şi zs — deplasarea nivelului, 6 

IN general, rezolvarea unei structuri prin metoda deplasă= 
rilor necesită determinarea unui număr de "N" rotiri de noduri 
(egal cu numărul de noduri blocate în sistemul de bază) şi a anui 
număr de "m" deplasări ale lanțurilor cinematice (egal cu numărul: 
de legături de împiedicare a deplasărilor introduse în sistemul 
de bază, deci cu numărul gradelor de libertate ale structurii). 
Hunárul total de necunoscute caracterizează gradul de nedetermi- 


nare cinematic-elasticá a structuriii 


Z=N +m (11.9) 


Un moment dintr-un capăt de bară, se determină acum cu ~ 


relațiat 


Gri 


- 


2 


X 


5664 


C 


-4.- 
να κ) " M a GIL 4: 
unde: 4 ji 
W A=B = Momentul de încastrare perfectă produs de sarci= | 
nile exterioare; 
w8) = momentul produs de rotirea nodului B (8, = 204 
νο. x moment produs de rotirea nodului C (θᾳ: 25); - 
να = momentul produs de deplasarea nivelului (A = 27)» 
Deci, pentru determinarea momentelor reale = relaţiile (III, 
1) şi (III.2), trebuie cunoscute momentele de încastrare perfectă 7 
(IG) s precum şi momentele provenite din rotiri de nodari 
$i din deplasări ale lanțurilor cinematice (MÍ; τας», A 
Pentru determinarea momentelor TU din rotiri de | 
noduri şi din epiashrt ale lanțurilor cinematice, se folosesc 
ecuaţiile de echilibru statice 
Fie caârul din figura 1119298. Dacá asupra nodului "ih ac- 
yioneazá -un moment Μι. nodul se va roti pînă cina Pis capetele 
barelor ce concură $n nod, apar momente a căror sună echilibrea= 
ză momentul ce tinde să rotească nodul , adică: 
M, = Mpa = Mpa = Mis = M s D 
sau: @ 46) 
Σω” = 0 (111.48) 
in cp unei structuri cu 
mai multe noduri rigide, se va ον . | 
sorie cîte o ecuație de tipul ^ut T) 
(111.49) pentru fiecare nod. x μα 


Să considerăm acum un cadru cu noduri deplasabile (fig. 
II1.4.2). Sub acţiunea forţei P, cadrul se deformează şi în ca- 
petele stîlpilor apar momentele prezentate în fig,IIL,L,bs 

Pentru determinarea forţelor tăietoare pe stâlpii asb şi 
i-k, provenite din aceste momente, se consideră stîlpii ca niste 
bare simplu rezemate gi se determină reactiunile corespunzátoa- 
re (figoIIIé.d), | 

Pentru exprimarea condiţiei de echilibru a nivelului, se 
face secțiunea 1-1 (fig.III,4.0, III—+.e) gi se sorie ecuaţia de 
echilibru prin proiecie pe orizontală 


uico Du ᾶ (11.5.4) 
adică: : 
+M M... + Ε 
Sau în general: 
> P =0 ` (211.5 ο) 
nive : š 


Relaţia (111.5 ο) se poate interpreta şi în modul următor: 
un nivel se va deplasa sub acţiunea forţelor exterioare până 
cina suma forţelor táietoare ce apar în capetele stílpilor, an- 
renati în deplasare, echilibrează forţele exterioare ce tind 
să deplaseze nivelule : - 

Conditía de echilibru a unui "lanţ cinematic se mai poate 
de asemenea exprima folosind principiul lucrului mecanic vir- 
tual (conâiţia necesară şi suficientă ca un corp aoţionat de un 
sistem de sarcini să se găsească în echilibru, este ca lucrul 
mecanic efectuat de sarcinile respective cu deplasările vir- 
tuale corespunzătoare, să fie nul) e 
Pentru a se putea da o deplasare virtuală struoturii din 


4 


fige IIL,f 8 care este de troi ori static nedeterminată,trebuie 
. ve L 


5 
Fig. 23.4 
- să se scoată 4 legături, deci se vor introduce patru articulaţii 
interioare, înlocuind legăturile scoase cu momentele din sectiu- 
nile respective. == 
Mecanismului astfel format, EU se dá o deplasare virtualá 
compatibilă cu legăturile rămase (fig.III.4f) şi se sorie apoi 
ecuația de echilibru prin lucrul mecanic virtual: 
A DA D 
PA - (Maaf M y) Tain (t yt Mei) F= ο (III.6 a) 


x Ῥ- Moat ab "κι κο (1II.6 b) ὲ 


Be vede οὔ relaţia (III.6 b) este aceeaşi ou relația (III.S b); 


Deci, în general, ecuaţiile de condiţie din metoda depla- 
sănilor sînt eouatii de echilibru Statio, care exprimă de fapt 


condițiile oa eforturile din legăturile suplimentare introduse 


pentru blocarea nodurilor gi împiedicarea deplasărilor să fie 


nule: š 
n 


unde: 
X. = deplasări (rotiri sau deplasări liniare) 
Xak? Rip x eforturi (momente sau forte tăietoare), 
Pentru a vedea semnificaţia coeficienţilor "ik 81 a ter- 


menilor liberi Rip’ sistemul de ecuaţii (III,7 a) se dezvoltă 
astfel: = 


eee FED | κ E n JinZn +Rip=0 


| : | : 
I : ; (2) ; 
(3) sue sexi paer 
Salk 5 ο) οἱ > p= 
Mdb epis leize η Fils Fito Rip (1.7) 
ME ; : M 
Ses 5 il i i : 
i e: Tore Ζμ4..--.-.«ηηΖῃ-͵/θῃρ-θ 
πρ ος πα C aaa 00 s 


Gaza ae οσα că de la "1" până la "i" aven necunoscute ro- 
piri de noduri şi de la "k" la "n" avem necunoscute deplasări 
ale lanțurilor cinematice, coeficienţii sistemului de ecuaţii 
upe distincte. După cum s-a discutat, pentru 
4 de momente ( Σ, M=0) iar pentru lanţuri 
11 de forțe táietoare ( δ) T = 0) (sau 


ge împart în patru gr 
noduri se pun conditi 


cinematice se pun condit 


lucru mecanic virtual de 


In consecinţă , coefioientii din cele patru grupe ale sig- 


temului de ecuaţii au următoarele semnificaţii: 


T BMI: Tj, = momentul din nodul l, produs de o rotire 
“unitară a nodului "i" 
(6, = Z; z 1) 
~ grII: Py = momentul din nodul "1" produs de o depla- 
sare unitară în lanţul cinematio , k” 


( 4 κ Ξ Ze - 1) 
= greolll: Σι = forpa tăietoare din legătura "k" produsă 
de o rotire unitară a nodnlui "j" 
- ΘΕΟΣ Σιν. = forţa tăietoare din legătura "n" produsá 
` de o deplasare unitará în 
lanţul cinematic wk" 


CA, = sx 1) 


Termenii liberi din sistemul de ecuaţii au semnificatiile: 


š LM = momentul din nodul "i" produs de încărcările exte- 
: rioare, în sistemul de bază, 
Bip = forța tăietoare din legătura "k" produsă de încăr= 


cările exterioare, în sistemul de bază. 


Pentru rezolvarea sistemului de ecuaţii se pot folosi fie 
formele obişnuite de rezolvare, fie forma iterativü, 


Prin rezolvarea sistemului de ecuaţii (canonice) din meto- 


LJ 


da deplasărilor, se obţin mărimile rotirilor de noduri gi ale 

deplagărţlor lanțurilor cinematice ou care se determină apoi mo- 
A) 

mentale "t A PT 19859 adunate algebric ou momentele de $ncas- t 


trare perfectă Jf, conduo la momentele reale din capetele barev 
lor, y na 


In capitolul I (partea I-a) au fost deduse momentele pro= 


venite din rotiri sau deplasări unitare la barele diublu încas= 
trate sau incastrate-articulate, Aceste momente se mumegc risie- 
ditáti absolute la încovoiere (rotire) gi respectiv lla deplesa- 
ΣΘ» In tabelul III.l , se prezintă valorile rigiditüt;ilor abso- 
lute la $noovoiere şi deplasare, pentru barele cu moment de iner- 
Vie variabil gi pentru barele cu moment de. inerția comstant. In 
acelaşi tabel sînt prezentate şi valorile coeficienţiilor de 
transmitere (fro x0» precum si expresiile forţelor táietoa- 
re produse de rotiri si deplasări, unitare pentru barelee cu mno- 


ment de inerție constant, Cu acestea se pot determina tsoti co- 


eficientii sistemului de ecuaţii (III.7). 
Coz 7 


P 
πππππππππππππτππππώπππΠη 


MiK : Dai š Es 
Punti x Wig =- Meki = 5 


- 10 = 


Pentru determinarea termenilor liberi, 


Be prezintü de 
aBemenea 


expresiile momentelor de £ncast 
cazurile curente, do Ínoüroüpi, 


constant (figs II Ie 5) e 


0/77 ABSOLUTE δ, F2 74, 
AROVEN/7E DIY RO 


72, ον DEPLASAR) UNITA RE . 


raro perfectă, pentru 


la barele ou moment de inerție 


pace _ car (2c uc) 
z: Cae e Min 555 


E 7 (eec) 


Z: chc? 


z” 4367. 
Kig fo TRI 


49). -(£&- z: "n T - S 


{967 z(a) 
GEI + 667 Ce Ki 


-ll- 


In metoda deplasürilor se alege următoarea convenţie de 
semne pentru momente: momentele orientate în Sens orar, se con- 
sideră pozitive; 


In figura III,5, la fiecare grindă s-au figurat deformata 
produsă din încărcări şi momentele din capetele grinzilor, atît 
cele spre bară cît şi cele spre noduri, 


2. Probleme rezolvate 


Sá se traseze diagramele de eforturi pent&ru cadrul din 
figura IIIe6ea. ΄ 


Fig. W -66 
După cum se observă, cadrul nu are posibilitate de depla= 


fiind deci un oadru cu noduri fixe. Structura are două ne- 
ezintă rotirile nodurilor blocate în 


Bareş 
cunoBcute, 27 s Zo + C9 repr 
sistemul de bază (Ε15ο111.6 b), deci un grad de nedeterminare 


oinenati00—elaatică egal ou 2s 


- Ne 


Bistemul de eouajii, exprimi condițiile de echilibra al 
nodurilor blocate. 


nod): 


(sumă de momente egală ou mero în ficare 


wy) 5 + Xy sə + Ry. «0 
(II.8) 
roy πι + 222 Ba + Ro, = 0 
Pentru oaloulul coefioienţilor se dau nodurilor 1 şi 2 
Potiri unitare (fig IIIe? 8,b,d,6), iar pentru oaloulul termeni- 
lor liberi se consideră sistemul de bază acţionat de forţele 
extorioare (fig.III,? o,f). Re- 
aultă: 
Ya = momentul din nodul 1 pro- 
dus de o rotire unitară a 
nodului 1 (fig.III.7 a): 


Nis = κι" mae 


ο... Š 


dus de o rotire unitară a 
nodului 2(fig.III.7 b): 


ο. 


Ἕν» momentul din nodul l,produs 
` de inoüroürile exterioare 
; | 
7-7 : j (fAgellI.7 o): 


si 
My Pis "51ο 


Tio = momental din nodul l, pro- 


= 13 - 


Pop = momentul din nodul 2, produs de o rotire unitară a 
nodului 1 (fig.III.7 d): 


2EI ; 
πάν ο 


` 


Be observă că este satisfăcută reciprocitatea cooficionti- 


Foo = momer tul din nodul 2 PEE 'de 0 rotire unitară 
a nodului 2 (fig2III,?7 e): 
NEI 


| Elo #Eo2I 
IPM Dm σετ" 


t= 7,45 


Bop = momentul din nođul 2, pródus de încercările exteri- 
` oare (fig.IIIs7 f): 


2 2 2 
Rop = = Moj + Mos = = Pia + PGH- -H- 


Cu aceste valori, sistemul de ecuaţii (111,8) devine: 


do e 
Pe aie ora, A Aia ie 
(II1.9) 


- ES s o TER mp + B = o 
.Rezolvínd sistemul de ecuaţii „se determină valorile roti- . 


. rilor: 


Š 3 - 
ΐ]- 2; 00496 H- 


; 3 
i 1 
3 anus Er 


yerificare: Prin blocarea nodurilor în sistemul de basi, 


s-a introdus în fiecare nod cîte o legătură suplimentară, care 
practic nu există, deci efortul în legătură suplimentară introdusă 


- l4:- 


trebuie să fie nul, Spre exemplu, suma momentelor din nodul 1, 


trebuie să fie nulă * 


δν K, Ξ 


2 
Ελλ 51 + fj da = Biy - SEL o, ooo δ” - 


Va 


š | 
- SH, 0218 ËF = 0,0833:p12- 0,0833 p12 = ο 
D 4 


Se determiná acum momentele din fiecare capăt de bată, su- 
mînă momentele de încastrare perfectá, 
din rotiri de noduri; 


cu momentele provenite 


-Σ = Mao *E2z tz 
deci: 2 ç à 3 3. 
Moz z - Lao, 00496 Ἐπ - ΞΕ 0,0218 ΒΤ = 0401989 pi? : 
` 3 ` 
M3 = O + Kg 2; + 0 = 0 = teo, 00496 BI = — 0,01989 p1? 
= 5 
μι = O + Ey, 112 £;t0-- SRL. o 100496 s= = =o, 003991 pi? 
: | 2 s s 
Mo; =Ma + laž) + Ex Zo = = p- ZLo , 00496 = - 
4RI ος . 2 
= 70,0218 >= = = 0,18042 pl 
τ y 2 : 5 
Mos -JiC55 + Kos ἄρ æ + 2- - “Ες ογοριθ &- s 40,2458 pl? 
3 - 
M, = O + Ko, 25 t0 = - A EL.oo 0218 B- zm =0 39654 pi? 
! 2 I 2 
Μορ <a +K25 js ză - EL. o 0218 επ. = 92269 pl 


Observaţie: Momentele obţinute sînt momente spre noduri 
ybservav-e: 


51 cu acestea se trasează diagrama din fig. III,8. 


f 
>Š 
š 
το 
`> 
Dd 
N 
[M 
Š 
3i 
X 
s 
N 


| Fig. Z-8 
Quos p^ — . < : 


Pentru trasarea diagramei de forte táietoare şi a celei de 
forte axiale, Se considerá fiecare bará ca o grindá simplu reze- 
mată încărcată cu sarcinile aferente şi cu momentele din capete 


91 se calculează reacţiunile (fig.III,.9 a,b,o,d). 


2 


S 
qu ue ici 5 
AC Bros 
5 
(5) 
3 E (a) ο 
: É = = 
τ ς D: 
@ š @ š 
2 
024580 2 P 2 3763p 
ooral ERR ρα” (2 i 
O———30 O4  — à 
ᾖν-α-2249ρί Vi-taseasrpt 


043248 


Rezultá astfel diagrama de forte tăietoare din fig.III.lo a 
gi diagrama de forţe axiale din fig.III.lo be 


~ 16 w 


Cunoscând BSectiunile unde forta táietoare se anulează s 8e 


determină momentele maxime din câmpuri, Aceste momente sînt in- 


dicate în diagrama de momente (fig.III,8), 


- 2. Bă se traseze diagramele de eforturi pentru grinda con- 
tinuá din figura III.ll a; 


Sistemul de bază din figura III.ll b se obține prin bloca- 


rea rotirii nodurilor din reazemele intermediare. Be observă că 
există 4 necunoscute rotiri de nođuri „deci vom scrie un sistem 
de patru ecuaţii ce exprimă conăiţiile de echilibru ale noduri- 
lor (suma momentelor în sod egală cu zero): 
σᾶ}. ο. 71323+ Cat, + Rp = 0 > 
*2121+ roo2o+ T2232* ποια + Rop* 0 (III.1o) 
Pj2,f *3p22+ r3z23+ Στ R35 = 0 


- 16 = 


Cunoscind secţiunile unde forţa tăietoare se anulează , se 
determină momentele maxime din cimpuri, Aceste momente sînt in- 
dicate în diagrama de momente (fig.III.8), 


2. Să se traseze diagramele de eforturi pentru grinda con- 


tinuá din figura III.ll a. 


. Sistemul de bază din figura III.ll b se obține prin bloca= 
rea rotirii nodurilor din reazenele intermediare. Se observă că 
există 4 necunoscute rotiri de noduri „ăeci von scrie un sisten 
de patru ecuaţii ce exprimă condițiile de echilibru ale noduri- 
lor (suma momentelor în 20d egală cu zero): 

25121* 15525* Y2333* T2424 + Rop* ο (III.1o) 


πω ρον Καρς τ Cum ut Rip τ ο 


N 973-30-0494-4 


<= 


23 20 


is Fig. I - TI 


Determinarea coeficienţilor şi a termenilor liberi: 


Pii momentul din nodul l produs de o rotire 
9, 21 (fig IL 0): 


- 34 4BI SEI 


Σαν ποσο, εἴπου 
f ος z momentul din e 1, produs de o rotire Sa 1 
` (fig.III,11 a): 


"15 ., rj =O .(fig.III,ll e 91 fige III.ll f). 


= 18 


Rp = momentul din nodul 1, 
(fig.III.ll g): 


Pi 2 : 
Rage Ἄς = Sal = = El. Lap. : 


αρ» p - E (ngannn ο): 


produs de sarcinile exterioare 


t22 = = Ky- Kj = = HE SE = - SEL O Ceig.III,la a) 


ro = = 55 s = še (figsIII.11 e) 


ron = 0 (fig.III,11 f). : | 

- = Moz = «πμ, = Ὁ (fig.III.11 g) 2 
r3 = 0 (fig;III.ll ο) 

r32 = = SEE =- x (figsIII.1l à) 

r33 = = Kom Ey = = 3-3 Tu = - διδῷ SI (fig. I11,116) 
nya = = FI = == 5. ELO (eig IILO11 f) 


== Š s -M tus LÍ wg m unc 20,416 pl (fig.III. 


11 g) 


E220 (fig.III,11 d) 


Tas = - $51 = =o, 66 îi (figcIII.11 f) 
a a rupe -33 -2N- SECUN (fig.III.11 f) 
2 2 1)? 2 
p= 7 Just Huge - KIT, x2 nê = =0,25 pl? (fig.III, 


11 g) 


Inloouind valorile Pak gi Rip; în sistemul de eonatií 
(111.10) 8e obține: 


- 19 - 


-6 z, = z3, +0 + 0 = 228 plL È 
12 


EK € e _ aD 
ο αν Οκ η (111,11) 


0 = ap = 3,33 š = 0,66 ay = = 1816 pl? ` 
din care rezultă: 
ο, ua Š 52 "AS 1^ 
1 5 31 E - 5 = 37 Zz = 0,129 PT 
3 3 
ozs πο = 0,0649 Bi 0, = zy = - 0,1185 ες 


-- Valorile momentelor din capetele barelor se determină agt- 
fel: 


Mf - SEE a = Pl. _ ΕΙ ὁ osos 517) . 0,355 p1? 
Mp = Capo E. zy = = B. SEL -0,0525 TU —0,0401 pl? 
a - $5LCo,0525 εν - 58 - ŻEL (0,0649 21^ z 0,0401 p12 
M, - - FF €o,o525 832) - ΔΣ Copong gÓ = 70,0775 pl? 
Mos = 22 1 Eko, 0649 B1). 8o, 129 8. = 0,0775 2 
2-- p(2 n - $ElCo,o649 512, SEL HEL Co, 129 Bo- -ο, 6562 pl? 
My, = — - ZEL (0,129 g^ = SERC—o, 1182 212) 20 6562 pi? 


s= = xg _ 2 SELCo 129 21^ E 33Co, 1183 g^ = -0,6774p1? 
E „ag - ŽE} Co 165 BŚ) = 0,6774 p1? 


Cu momentele spre noduri calculate, 
din fig.III.12 ἃ 


Be. trasează diagrama 


(| 
> ; LN y 

e | 40773) q 26776pt* "i 
x= > ,otorpt? fi nr) gasti fa P 


009 ume emt, ren , TE 
joe gi carpet CEU. di) ampte R 


$ T ιο ον 
Qo  Înorespt e front 


Fa. 


Pentru a trasa diagrama de forte tăietoare (fig;III,12 c), 
se calculează reacţiunile la fiecare deschidere considerată ca 
 o.grindà simplu Fezomatá gi încărcată cu sarcinile aferente gi 
cu momeutele din capete (fig.III.12 b). : 


5: Să se traseze diagramele de eforturi pentru cadrul din 


figura IIIs13 a; 
Deoareca dadpul este o structură cu noduri de lile ro- 


zultá că în sistemul de bază (2466111912 b), trebuie să se blo- 
cheze pe lîngă cele trei rotiri ale nodurilor l, 2 gi 3 şi de- 
plasarea nivelului, deci există patru neounoScute:z;, 5, 5z 9 


Σο 


EL... 


(6) 


Ep. B- 13 


Bistemul de ecuaţii va exprima eghilibrul nodurilor blocate 
$i al lanțului cinematic, prin suma momentelor în noduri egală 
cu zero gi forţa tăietoare nulă pe nivel: 


ig 0: T3123 + 1222 F Piz55* P15424* Bp =. ο 


(111.12) 


Calculul coeficienţilor şi termenilor liberi: 
pjj = momentul din nodul 1 produs de o rotire 0j = 1. (fig.III.l4a): 


ARI, ΑΙ. δρ 
ιο πο Ma στο e sasa σπα 


- 22.- 


- | t? 
5 J qur E 375 155 
N N i 
| ---ᾱ- ur ο 
3 |-----ᾱ k ` NI 3 
! v2 DE 
8 175 Uu Š 
t (RS | ο ? 8 
με: : Tum 
κο Ë E x $ 
z2 
x | 29433 *r79 
^ i^ tag 


= 24 = 


Po 3 momentul din nodul lp produs de o rotire 9, = 1 
(figçIIIQla b): | 
"ia = = ἂμ. 


Pis m momentul din nodul l, produs de o rotire 9; = 1 
CeigëIIIçla o): ' 


Σχ, = momentul din nodul l, produs de 0 deplasare A x 1 
Gies IIII:l4 d): — 


3 =) 
BS "ἕν. "Ες D 


S eme __ Rap = momentul din nodul 5: produs de λα exterioare 


(SAgŞIITil4 e): — - 
2 
` Rip X. = Px 


š 1517 momentul üin nodul 23 produs de o ete [ο zl 
(fig4III,14 a 


ray = = SEE: - 


. žo = momentul din nodul 2, produs de o rotire 951 
(figsIIIs14 b): ο 


: Eus 4R llRI. 

foot = Roy Ene ES =- r- EL. gn - mr 

roz = momentul din nodul 2 produs de o rotire 95 21 
(figélIl.14 QU 


s 5 UR 


= momental din nodul 2, produs de o deplasare Δι =1 


r24 
(Ε16111 «14: a): 


š 


= 25 = 


A 
Pag = ες = a 


Rap = momentul din nodul 2, prodas de sarcinile exterioare | 
(fig III l4 e): : 


` 


2 


Rap = 7263 = = P 


ἕπι - momentul din nodul 2, predus ἀρ o rotire. 9, = 1 


(CEA găTI Tau a): 


Στο" momentul din nodul 3, produs de o rotire 6,21 
(figslII.14 b): 


ερ = = SE 


"33 = momentul din nodul 2, produs de o rotire 9; = 1 
(fig2TIII2lW c): 


4 ΔΒ SRI. 
r33 = Eo = Ky? = = $7- TEE 


ση = momentul din nodul δν. produs de. o deplasare A, zl 


(figilII.14 d): 
=@) GEI. 
fa tie tX 


B2 = momentul din nodul 2, produs de sarcinile exterioare 


. (figelIId14 e): 


Ri ο 


Σι" forta tăietoare din legătura corespunzătoare lui z,, 


produsă de o rotire 0, = 1 (fig.III.14 f): 


După cum 8e observă în fig.III.l4 a, rotirea ey 1 pro- 


1-5 douá momente de valori ounoscute, 


duce pe stâlpul 


= 20 ~ 


Da 


consideră stîlpul 1-5, ca o bară simplu rezematá şi se 
determină reaoţiunile Vs 


ET 
sas ο Ee y. Νε 


ryo = forța táletoare din legătura corespunzátoare lui Zys 
produsă de o rotire 95 = 1 (fig.III,14 g), u 


In mod analog - : ; Be determiná coeficientul 
Yao! 


ο. 


r43 = forța tăietoare din legătura corespunzătoare lui ὅρη 
produsă de ο rotire 95 = l(fig.III.l4 h): ` 


J 


ΕΠ. ORI I OBIS 
"ya ym Cy o E 


ry = forţa tăietoare din legătura corespunzătoare lii Za 
produsă de o deplasare Δ, = 1 (figsIII,14 1). 

E După cum se observă din figura III.14 d, deplasarea Δι 1 
produce în toţi stîlpii cadrului momente de valori cunoscute , 
cărora le corespund: forţele táietoare V}, Us gi Ye. 


Astfel ise: determină? 
| _ (SRI. GEL, 1 _ 381, l _ _ 2281. 
"ar^ mir ot e ο πα απ λάτιν 


Ryp z forța tăietoare din legătura corespunzătoare lui z,, 


produsă de sarcinile exterioare 


= 0 


R 
ap 
Inlocuină aceste valori în sistemul de ecuaţii (III.12) , 


ο ΣΠ a 


se obţin prin rezolvare următoarele márimi: 
z 12 12 
1 = 9j = 0,0156 Τη) = 0 = 0,0052 pid 
12 14 ` 
22 m 9 = 0,0104 pid j Zy = Δι z 0,00247 P ; 
Cu valorile determinate (rotiri Si deplasări de noduri) se 


calouleazš momentele din capetele barelor folosind relaţi a 
= (4) 


Mix Bay + En a + Ec f κι ope ἕν Δικ 


Rezultă: 
A =- 270,0156 p - Tore El) Ξ —0,0104 p1? 
Ms z 2. 4FI 020156 g, SRo, 0037 δν =- T p12 
ih = 2 ο BEL 0,0156 2 - BEL( _ ονοῖοι εὖ Late v 
iss B - 88i (0,0156 517) - &EL (. 0,0lo4 ο S 5 
Mos - ° 28100104 Ie τ α΄ gb. 0,0516 pl? 


Mos= = 2E- 0,0104 2b. 2814 0,0052 2b = 0,0312 pl? 


^ | 


Mos - E 0,0104 212, - REI 00052 514) 20 
M, = = SRL (090052 B». ο. E = o 


4 
ij = = Scit ahipa Glue? RE) = osoro pi? 


Cu momentele spre noduri rezultate se trasează diagrama din 


Lgs111,15s 


- 28.- 


^79. 4-5. 


. 


Obs, Pentru trasarea diagramelor N şi T se calculează 
reacţiunile la fiecare babă încărcată cu sarcinile aferente şi 


momentele din capete, lconsideratá ca o grindá simplu rezematá 
(problene1e],2) a 


11198. Metoda distribuirii: momentelor 
εν ο diSUribuirii' momentelor 


III.2.1. Structuri cu noduri fixe 


E Consideraţii teoretice 


In cazul structurilor cu-noduri fixe, momentul My dintr-un 
capăt de bară. se obţine adáugínd la momentul de $ncastrare per- 
fectă M ik? momentele provenite din rotirile nodurilor-(6,, $.) 


` 


adică: | 
(e) (eJ 
Mik 


; M ye =K ik tMg + CIII l4) 


e 
unde: e = momentul provenit din rotirea 9, a nodului"i"; 


Me = momentul provenit din rótirea 6, a nodului "k". 
ik 


e 29 - 


Aceste momente se determină din condiţia ca suma momentelor 
din nod să fie nulă, 

Dacă asupra unui nod "i" (fig,III,16) acţionează un momens 
M, nodul se va roti pînă cînd momentele ce apar în capetele ba- 


relor concurente în nod echilibrează momentul exterior, adică 

M, = My = Myg Myg” Mya >= 0 

sau M, = Za x 0 

sau: >u «ο πο 
[4 z 


Dacă nodul se roteşte cu Θ.- 1; 
. nomentele ce apar în capetele barelor 
sînt chiar rigiditáyile absolute la 


$ncovoiere (tabela III,1): 


Ag. Z - 16 


Mg 5 Kis Μα = Ea 


Dacă nodul se roteşte cu o rotire oarecare 0,, momentele 
ce apar în capetele barelor se vor obţine prin multiplicarsa mo- .- 
mentelor din cazul rotirii unitare, cu valoarea rotirii respec- 
tive, adicá: 

Μες 5 Kig 9. 
Miq e Ea 96 
Mig = Es 9; 


Ma = Ga 94 


(111.16) 


Din relaţiile (111.16) rezultă căt 


o, «μα. τὰ eie = pă = Fr» ps 


. ram 


Deci momentele din capetele barelor concurente 


pot determina prin multiplicarea momentului κι, 


in nod, se 


ou rapoartele 
dintre rigidităţile absolute ale fiecărui capăt de bară si suma 


rigidităţilor capetelor de bară oe concură în nod (rigiditatea 
nodului): 


K K Te, 
"w. hrs. Ba ad (II1.17) 


Yik 8e numesc coeficienţi de repartiție sau rigiditati rə- 


lative la încovoiere (rotire) şi deci: 
EE 
ik ik 
r = = III,18 


Pentru verificare, trebuie ca suma rigiditüátilor relative 


ale capetelor de bară dintr-un nod să fie egală cu 1 (Σ za. 


Se observă cá momentele repartizate sint de semn schixbat 
faţă de momentul M, ce acționează asupra nodului.. 


Momentele din capetele vecine se determină prin multipli- 


carea necunoscutelor repartizate cu ` coeficienţii de trans- 
mitere: 


Mas Mia: asi ym Moy agi Man Mac 


Acestea sînt numite momente transmise şi se vede că au ace 
laşi semn cu momentele repartizate. 
Noţiunea de coeficient de transmitere 


Pie grinda dublu încastrată, acționată de o rotire unitară 
(6, = 1). Bub Mec rotirii, în capetele grinsii apar momontele 


€ 1 - stant. 
M, je = 91 M. = em (fig.1II.17) = oasul barei ou I con 


ge 


9 
š 
" 
"Ë 
Ë 
E 
S 


ig. i - /. 


Prin coeficient de transmitere T se íÍntelége raportul 
dintre momentul transmis şi momentul din capătul care s-a rotit: 


(III.19 a) ` 


Ya = Miransmig _ TIT. m 


x 
x 


In tabelul III.1 sînt indicate valorile coeficienţilor de 
transmitere pentru bare cu I variabile 
In cazul barei încastrată = articulată: ' 


I ohio : : — 
παν (11.19 b) 
RS Metoda distribuirii mo- 
© 1 (o mentelor, elaborată de H.Cross 
i -. Mik = 


în anul 1932 pentru structuri 
PIRE tt e cu noduri fixe, se bazează pe 
efectuarea succesivă a unor ope- 


AQ δ - 8. 
rapiuni de echilibrare a nodari= 


lor, fiecare operaţiune constínd din două. etape: 
= repartizarea momentului neechilibrat la etes barelor 


ce concură în nod, proportional ou coeficienţii de repartiiie Tak 


4 ai capetelor de bară şi cu semn schimbat faţă de momentul neechi- 
librat; | 
^ — transmiterea momentelor în capetele vecine, proporţional 


cu coefioienții de transmitere. fu şi păstrând semnele momente- 


| lor repartizate s 


—- 32.- 


Etapele de efectuare a calculului pentru rezolvarea unei 


structuri ou noduri fixe, prin metoda distribuirii momentelox 
(metoda Oross); 


1. Be stabileşte sistemul de bază blocând nodurile, 

2« Se determină momentele de încastrare perteotă Pose 
produse de saroinile exterioare pe sistemul de bază (fig,III,5), 

24 Se determină rigidităţile absolute la incovoiere Kik 
(tabela III.1). 


de Se determină . = = relative la încovoiere = yel, 
(IIL:18). TES : : 

29 S6 efectuează operaţiuni succesive Gras de repartitii 
şi transmiteri; 

Übserys iir 


a) Echilibrările Cross se pot considera încheiate atunci 
cind valoarea momentelor repartizate vepxezintá (2=3)% din valoa= 
roa momentelor inițiale; 


b) In fiecare nod,ultima operaţiune robaio să e ϱ repar= 
titie, 9 


6ο se determină momentele finale din fiecare capăt de bară; 
prin sumanea algebricá a tuturor momentelor din capătul de bară 
respectiv (momente de încastrare perfectă, momente repartizate; 
momente transmise), s 

7. 8e trasează diagrama de momente, tinind cont că momente- 
le obtínnte sînt momente spre noduri sau spre bare, după cum mp 
ον] de &noagtrare perfBctá cu care s-au început operaţiunile 
de echilibrare au fost considerate la rîndul lor ca momente spre ` 


noduri sau spre bare. 


8. Be trasează diagrama de forţe tüietoare (considerind 


fiecare bară ca o grindă simplu rezematá acționată de sarcinile 


- 33 = 


aferente si de momentele din capete)sgi diagrama de forte axiale 


(izolínd nodurile şi scriind relaţiile de echilibru prin ecuaţii 
de proiecția), 


2, Probleme rezolvate 


Să se traseze diagramele de eforturi la grinda zontinuá 
din fig.III.19 δ 


Fig - 79 
= Pe sistemul de bázá din figura III,19 b, obţinut prin 


blocarea nodurilor, se calculează momentele de încastrare per- 


feotá Jio yes produse de sarcinile exterioare: 
X. 05 Aa tm = 5340 kem 
Jc = = 2230 Kgm 
; 2 
ΛΚ» = + Bl = 13 = 18 = 2 Sm = 2000 Kga 


= Be determină rigiditátgile absolute la $ncovoiere: 


4 EI 
Es Koja e SE = FI 


4RI 
Καρ» Koz = "Po = "EL = 0,5 EL 


Kyy = = A = 0,75 EI 


- eer d 

MD -— 9 -5 dd 
39 36 85 

-202 4— -SGG -202 -/47 


846 —— 7532 2538 
-890 


«ΛΘ... - 3550 -J700 


PIN în NP ONT. -4626 4625 


` 7200 7» 1000 % {22 
2072 4143 4625 4625 


9 (z ^A 
1554 —— 45541] 3242 t060 1963 — 837 


Fig. z - 20 


οσο QR MD 


= 38 = 


* Se determină rigiditštile relative "ik la £ncovoíere: 


a - yi = rcs eroe = ms = 969? 
"s pi = BHE BP 
ty" σετ odii = p eon 

na = pa = DEEE = BE. o, 


Aceste rigidităţi relative se treo pe schema în nişte drep- 
ţunghiuri cnresăwmsătoare fiecărui capăt de bară, | după care se 
efectuează operaţiile Cross (fig.III.20 a). 


Momentele finale din fiecare capăt de e obţinute prin 
Sumare algebrică sînt date în figura III.20 b. 

Pentru a trasa diagrama de forţă táletoare se determi- 
nš reacţiunile la fiecare bară considerată ca o grindă simplu 
rezegatü (fig.III.20 0). i 

In fig.III.20 d se prezintă diagrama de forte tíietoare, 
iar în fig.III.20 6, diagrama de momente £ncovoietoare. 


2. Să se traseze diagrama de eforturi la cadrul din fig. 


200 
IIL2l a. | dE au 5 


Fig. M- 2f 


-3- 


- Pe sistemul de bază din fig.III.21 b obţinut prin bloon- 


rea nodurilor, se determină momentele de încastrare porfeotü IG 


2 2 
Kg = =. = Piy = 2008. „ 266 Kgn 
Hay = -2K o = g ut. looo Ken 
Mys = 200x2 = #ooigm. 


= Be determină rigiditátile absolute la £noovoienet 


ποτ) 8 HI, 


Xp e Boa = pe p ys e Ele 


εχ scil οσα A Ἐτ. 

K = Eyo = EL. EE. gr 
A&R(21,) 8 El, 

E = "hospes —= 


2EL BEI 
Kg = - — = — ο 


- Se determină rigiditáfile relative rj, la încovoiere: 


- 


2 RI, 
- LO I: rE ERTEN = Ë = οι» 


et reum 


EL, 


Tuo" -E- NIe, 17. = τς = 09372, 
o = Ie = 0,427 


= Be efectuează operaţiile Oross de repartiţii gi transmi- 
teri succesive pe schema din fig.III.22 a, In figura III,22 b . 


- 17 - 


sînt indicate momentele finale din fiecare capăt de bară, iar în 
fig.III.22 o, se prezintă diagrama de momente, 


-δ ——— -; -2 = 
7-—————— 4 

-60 -———— -100 -49 -24 
` 798 396 

-/I3I1aC=— Á—— -366 -187 -92 


266 -266 72% -1/000 400 š 
b Š fi e 
q : š 


(a). : 
| $5200 fe. 1000k 
3f -736 971 = | “ 2 
(5) 


Fig. W- 22 


Pentru trasarea diagramelor T şi N se determin reacţiunile 
; la fiecare bară considerată ca o grindă simplu rezemată, după 
care se verifică condițiile de echilibru ale nodurilor (fig. 
II1,22)5 


= 38: - 


22 
È κ ^ ab c x " a 
a. 95,25 65 


235 


418 
— 8525 


H9, 125 


e) 


UMOSJAS _ 2875 
Fig - δῦ. 


In figura III.25-b, se prezintă diagrama de forţe tüietoa- 
ro, iar în fig.IIL25 c, diagrama de forţe axiales 


III.2.2, Structuri cu noduri deplasabile 
1, Consideraţii teoretice 


In paragraful precedent s-a văzut că la structurile cu 


I 


- 39 = 


noduri fixe, pentru a se obţine momentele reale din capetele 
barelor, momentele de încastrare perfectă Xx se corectează cu 
momentele provenite din rotirile nodurilor "i (relaţia. 111,14), 
In cazul structurilor ou noduri deplasabile, momentul, de 
încastrare perfectă Xx vor fl corectate atît cu momentele pro- 
venite din rotirile nodurilor mp)» cît gl cu momentele prove- 
nite din deplasările lanțurilor cinematice: "M a (relaţia 
V HII2). - | 
Pentru determinarea momentelor provenite din deplasári 
(uj ) » se folosesc relaţiile de echilibru static al lanturil.r 
qinenattos; scrise fie prin ecuaţii de proiecţie (rel.III,4),fie 
pata lucru mecanic virtual (rel.lII.5). 
Se constată deci cá momentele reale :din capetele barelor 


se pot obţine efectuînă un calcul în două trepte: 


- Treapta I-a- se corectează momentele de încastrare perfec- 
ă Mik > cu momentele provenite din rotiri de noduri, Se obţin 


astfel momentele din treapta I-a, notate cu Mx 

: = Treapta Il-a = se corectează momentele din treapta I-a 
(50 cu momentele provenkte din deplasările lanțurilor cinema- 
tice. Deci, pentru un sapt de bară: 


+ ude - "a 


(Δ 
Μι. = Mk * uc) (111.20) 
41e cu noduri deplasabile, în metoda distribu- 
temul de bază se obţine prin blocarea noduri= 
r distinote (corespunzătoare gradelor de li- 
m 8e observă în figeIII.24 b, pentru- cadrul 


La structuur 
ipii momentelor sis 
ior şi a deplasărilo 


bertate), asa după ou 
din 51111 „24 ae 


- 40: - 


| 


A. 


In trespba I-a de calcul se corectează momentele de incas- 
trare perfectă deduse în sistemul de bază, cu momentele proveni- 
te din rotirile nodurilor, In această etapă de calcul deplasări= 
le nivelului sînt deci blocate, iar nodurile sint deblpoate (re- 
laxate), aga oun ge observă în figura III,24 cu 


- 41 - 


In treapta II-a de caloul , se corectează momentele din 
treapta 1-8. Qi) cu momentele provenite din deplasările nivele- 
lor Qd. : 

In această etapă de caloul se eliberează! legăturile co- 
vespunzătoare gradelor de libertate, când cele două nivele se 
deplasează ou deplasările reale A, 91 A (fig.III,2^ d), 

Observatii ou privire la determinarea numărului. gradelor 
de libertate. 


Pentru determinarea  numárului πα de libertate se 
foloseşte relaţia: 


gz2n-b (111921) 


unde: g = numărul gradelor de libertate; 
n = numărul nodurilor; 


σ’ 
u 


= numărul barelors - 5 
Pentru cadrul din fig.III.24 at 


ue pmo 09 05 2 


Rélatia (III.21) este valabilă şi péntru cazul cînd structu- 
ra aro ca legături exterioare gi reazeme simple,cu observaţii 
că un reazem simplu £ntroduce un nod şi ο bară (fig.III.25 by 


unde penâulul de la reazemul simplu se consideră o bară}. 


(b) ` i nod 


le) bară 


= 42 = 


Aplidindu-se relaţia (III,R1), rezultă: g = 2n-bk 2(441)- 3 
-(741) = 2 gradede libertate; Numărul gradelor de libertate se 
mai poate deduce Şi prin introducerea de bare suplimentare, pînă P 
ce structura devine un ansamblu nedeformabil $n ipoteza că nodu= 
rile sint articulații (fig2III,25 o), 

Numărul barelor suplimentare introduse este egal cu numărul 
gradelor de libertate. 

In fig2ITIç25 d se prezintă sistemul de bază pentru caârul 
din figyIII.25 a, la care s-au blocat cele patru noduri şi cele 
două grade de libertate corespunzătoare deplasărilor celor două 


niveluri s r 


Ecuațiile de condi iie 


Pentru detorniusres momentelor provenite din deplasárile 
lanțurilor cinematice au fo se scriu relaţiile de echilibru a 
nivelelor, fie prin ecuații de proiecţie pe nivel, fie prin ecua- 
ţii de lucru mecanic virtual, egal cu zero în fiecare grad de libe. 
tate. Ecuayiile de proiecţie se scriu mai simplu la structurile 
cu nodurile paralel. deplasabile (cadre cu stîlpi paraleli) pe 
c înăd ecuaţiile de lucru mecanic virtual se Scriu în general cu 
- aceeaşi usurintá pentra orice tip de structură, 

Ecuațiile de proiecţie pot fi scrise fie prin folosirea fore 
telor de deviaţie, fie prin foloirea forţelor de lunecare,.Se pre- 
zintá prima variantă de scriere a acestor ecuaţii, 


8) Ecuatii de conditie prin folosirea fortelor de deviatie 


(metoda Pilkey) ` 


Prin forţa de dëyiatie D, se înțelege forta care tinde sá 
deplaseze nivelul "1" când celelalte niveluri sînt împiedicate 


să ge deplaseze, 


- 4 < 


86 oonvine Bă se considere forţa de deviaţie pozitivă, atunei 
cînd are sensul de la stinga spre dreapta, 
Pentru a Be analiza modul de stabilire a ecuaţiilor de com- 
àiyie în varianta forţelor de ἀθν]αᾖάθ, se consideră cadrul din 
fig III.26 a, care are troi grade de libertate, 


D 2efürmore B-a P T-« Zefbrmore I-a 
E (a) -. (d) (c) (6) 


Hp. 2-26 


Sub acţiunea sarcinilor exterioaré, nivelurile structurii 
ET “se deplasează c cu Aj, 22-0 Az ale căror mărimi sînt inițial ne- 


i cunoscute : 
De aceeay pentru ρου αξ se dá fiecármi nivel ο o depla-. 


E^ E sare arbitrară; urnind ca ulterior să κο | corecteze aceste depla- 
sări arbitrare ou nişte cogficienti X) » Σο». Xs corespunzátori 
"fiecárut nivel: : 


Areal ^ arbitrar 
1 = A n X; 
Areal , arbitrary (III.22) 
ο 2 
real arbitrar _ y 
A; = Aş . Y, 


y In ipoteza că deplasările arbitrare sînt unitare, momentele 
antrenaţă în deplasare sint 


care apa» în fiecare capăt de bară’, 


Se convine să se considere forţa de deviaţie pozitivă, atunci 
când are sensul de la stinga spre dreapta, 
Pentru a se analiza modul de stabilire a ecuațiilor de com- 
Qiyie în varianta forţelor de doviaţie, se consideră cadrul din 
figeIII.26 a, care are trei grade de libertate, 


f 


Defrmafe B-a ΔειθηποίνΖ. ΔοΏρος]-α 
(a) (σ) (ο) (6) 


Sub acţiunea sarcinilor exterioare; nivelurile structurii 
se deplasează cu Àj, A Az ale căror mărimi sînt inițial ne- 
cunoscutes 5 : 
De aceea, pentru început se dà fiecărai nivel cîte o depla- 
sare arbitrară; urmînd ca ulterior să se | corecteze aceste depla= 
; sări arbitrare cu nişte cogficienti X) ; X5, X5 corespunzátori 
“fiecărui nivel: ES 


real _ /yarbitrar | 
Azel a Δὲ A Ὦ 


Azan E send = X> (II1.22) 


real arbitrar . 
ΔΙ = A3 ` X 


; In ipoteza οὔ deplasările arbitrare sînt unitare, momentele 
care apar în fiecare capăt de bară’, antrenatá în deplasare sînt 


NE 44 = | 


chiar rigiditütile absolute la deplasare Lt (tabelul III.1) 
In prima etapá presupunem oá ge dá o deplasare nivelului 
ly cu A? κ} (fig,III.26 b), cînd pe barele 1-2; 2-3, 6-7 , 
7-8 νοῦ apare momente încovoietoare, care sînt egale ou nigis 
ditütile absolute la eret τῷ + Eohilibrínd aceste momente 
se obţin momentele M e (momente echilibrate din deformata. l-8, 
Aceste momente ri V produc forte de deviatie la fiecare 
nivel (ii, Dos Di) ə dar acestea nu sînt reale, deoarece an 
rezultat ca urmare a unei deplasări AVP = 1, Gum deplasarea 
reală a nivelului I este dată de relaţiile (111.22), rezultă că 
şi foryele:de deviatie reale vor rezulta din cele arbitrare, mul- 
tiplicate cu coeficientul de corecție X), adică DiiXjs D5yXi; 
DAE: ; 
In etapa Il-a se dá o deplasare |nivelulni II; οι AFP. 
(fig.III.26 c). 
Se echilibrează momentele το apărute ca urmare a depla= 
ge date şi se obţin momentele echilibrate din deformata TEZA 


2) Je Aceste momente produc forţele de deviatie Ῥηο. D229 9253 


αμ” 
care multiplicate cu coeficientul de corecție X, al deplasării ar- - 
bitrare date, conduc la forţele de deviajie reale la fiecare ni- 
.vel 8 adicá DyəXos D55K5, Dz2Xo» : 

Se procedeazá $n mod analog şi cu cel de al treilea grad de 
libertate dînâu-se o deplasare nivelului III cu ARE = 1 (fig 

CA 

111.26 d). Momentels CUN din deformata IIl-a Cm š 3 
produc la cele trei nivele fortele de deviatie reale Pigs D23832 
D; e > » 

Pe lîngă aceste forţe de deviaţie, la fiecare nivel există 
şi forțele de deviaţie produse de sarcinile exterioare şi monen= 

Cc) 

tele din treapta I-a (Mj,), notate οὐ Dj, Do, D3 < 


Pentru echilibrul întregii struoturi este necesar ca forţele 


, 


Ie SZ 


5 de deviaţie la fiecare nivel să fie nule. Rezultă astfel siste- 
mul de ecuaţii: 


` ο 


` 


D= O: Doi, + Όρρχρ + Dozčz 4 D = 0 - (111,23) 
l ο 
Sennifiogtie coeficientilor şi termenilor liberi: 


Dhj 3 z- forţa de deviajio la nivelul h, produsă de mo- 
mentele din deformata j (M;X (4), 


D? = forţa de deviaţie la nivelul h, produsă de sarci= 
" nile exterioare si noueniole din treapta I-a 
ags | 
Din sistemul de ecuaţii (111.22) se deduo coeficienţii Xi 
- de corecție a deplasărilor arbitrare date inițial, iar momentele 


zu din capetele barelor se deduc apoi cu relatia: 


D * E E 


sau: 


My = m + aea, + M (ν) ikto + Μις (ο) e Es (III.24) 


j deci: - (A) ue) (22). 


Ὁ)  Bonaţii de conditie prin lucru mecanic virtual 


Fie cadrul din figura III-27 ae Aplicând relaţia (III.21) 
se determină numărul gradelor de libertate: 


g£gz2n-bz2x^-652 


Sistemul de bază se obține prin blocarea nodurilor şi a 
celor două grade de libertate (fig. 111,2? b). 


Fig W= 27 - 


89 suprină legătura corespunzătoare fiecărui grad de liber- 
A s se dau deplasări | structurii ο ο. deformatele 
şi deplasatele. 

Obs.: Prin deformată se înţelege o deplasare a atructurii 
în ipoteza nodurilor blocate (fig.III.27 c, e). iar prin depla= 
satăş deplasarea dată structurii în ipoteza nodurilor articulate 
(fig4I11,.27 d`, f). 

Corespunzător primului grad de libertate,se dá o deplasare 

AMD , Be construieşte deformata I-a (fig.III.87 c) şi se de- 
termină momentele de încastrare perfectă care apar în capetele 


barelor deformates ' : 


` 


Fig. di = 27 


5e suprină legătura corespunzătoare fiecărui grad de liber- 
tate 2m se deu deplasări} structurii construindu-se deformatele 

şi deplasatele. 

Obs.i Prin deformată se înţelege o deplasare a atructurii 
în ipoteza nodurilor blocate (fig.III,27 c, e). iar prin depla- 
5856. deplasarea dată structurii în ipoteza nodurilor articulate 
(£igsT11.27 ἃ, f). 

Corespunzátor primului grad de libertate,se dá o deplasare 

Am 1 36 construieşte deformata I-a (fig.III.87 c) şi se de- 
termină momentele de încastrare perfectă care apar în capetele 


barelor deformate$' 


- 4] - 


X ANGE E ς εί). καν 6 
᾿ EI 
os a d sot μμ Woyn Koz. Ab, “5. AT (111.25) 
1 
Deoarece deplasarea dată este arbitrară ca mărime," se pa 
arb 

lua produsul BI Ay egal cu o valoare arbitrară (1000, Ivo, 
lo eto.). : 

De exemplu, pentru HEI Αν = looo: 


SELL OC LXX C ie SEES | 
Mage Maon M pe Woyn SE 1000 = SQ = 375 Kam 


Aceste momente se echilibrează şi se obțin momentele x 
(momente echilibrate din deformata I-a), Aceste momente produc 
lucra mecanic. pe fiecare nivel (i5 Lo)» corespunzător unor 
deplasări virtuale date structurii (fig.III,27 d, III.27 f), 

Stiinà că deplasarea reajă a nivelului I este Areal. 

z Aw X), rezultă că valorile reale ale lucrului mecanic vir- 
tual pe fiecare nivel vor fi. Lji Xj ; Lo) Xj. 

Se d& apoi o deplasare corespunzátoare celui de al doilea 
&rad de libertate, se construieşte deformata a II-a (fig.III.27 e) 
şi se determină momentele Jf is πε 12» ες. 

Considerînă EI AND = looo, rezultă: 


` 


a a a a p = 166,6 Kgn 


E 


W ΔΑΣΟΣ 2099 = 83,3 Kgn 

56 * δ Qu Soda v. ἃ 
Se echilibrează aceste momente şi se obţin momentele echi- 

librate din deformata II-a Que? )« Aceste momente vor produce 


lucru mecanic (Lios L52) corespunzător unor deplasări virtuale 


(fig.III.27 d,f) date structurii, Cum deplasarea reală a nivelü- 
lui II este A," 99] „ ASID , x, , roaultă că valorile luorului 


- 48 = 


mecanico virtual pe fiecare nivel sînt Lio Xo, ορ Xj. 

In deplasările virtuale corespunzătoare fiecărui grad de 
libertate, vor produce luoru mecanic şi momentele din treapta I-a 
ado împreună ou forțele exterioare, 

Se notează aceste valori cu L) şi L2 şi condiţiile c lu- 
orul meoanio virtual să fie nul în fiecare grad de libertate, 
conduo la sistemul de ecuaţii: 

(LMV); = 0 : iata + b)2Xo+ Lj = 0 CM 
(ay), = O: LyX| + Lo, 412 = O 
Semnificațiile coeficienţilor şi termenilor liberi: 


Daj = lucrul mecanic produs în deplasarea "h" de momentele 
" din deformata "j" echilibrate ( x e) ; 


LP = lucrul mecanic produs în deplasarea "h" de momentele 
din treapta I-a (Mj.) şi de forţele exterioare, 
` După ce se rezolvă sistemul de ecuaţii (III.26) şi se deter- 
mină coeficienţii Xi, de corectie a deplasárilor arbitrare, date 
iniţial, momentele finale din capetele barelor se determină ca 
palayta (III.24). Observatie importantă : Termenii de lucra -— 


mecanic se scriu cul momentele spre bare. | 
2, Probleme rezolvate 


1. Să se traseze diagramele de eforturi la cadrul din fig. 
[111.28 a), Cu relaţia(I11;21), se determină numărul gradelor de 
libertate (g- 2n-b- 2 x 2 = 3 = l), după care se stabileşte sis- 
temul de bază din fig/III;28 b, 


Treapta I-a 
- Pe sistemul de bază (fig.III.28 b) se determină momentele 
de încaatrare perfectă produse de sarcinile exterioare: 


- 48 = 


mecanic virtual pe fiecare nivel sînt Lio X5, bs X5. 

In deplasările virtuale corespunzătoare fiecărui grad de 
libertate, vor produce luoru mecanic şi momentele din treapta I-a 
Qd împreună ou forţele exterioare, 

Se notează aceste valori cu L) şi L2 şi condiţiile αι lu- 
orul mecanic virtual să fie nul în fiecare grad de libertate, 
conduc la sistemul de ecuaţii: š 


(LMV) =O: LjXi + Ly2Xo+ 1} = O 


Qa), «οἱ lu ele + Lo = 0 


Semnificațiile coeficienţilor şi termenilor liberi: z : 


- (IIL,26) 


Dhj = = lucrul mecanic produs în | "h" de momentele 
` din deformata nj" echilibrate (κος 9} 


1. = lucrul mecanic produs în deplasarea "h" de momentele 
din treapta I-a (4) şi de forţele exterioare. 

“După ce se rezolvă sistemul de ecuaţii (111.26): si se deter- 
mină coeficienții X,, de corecție a deplasărilor arbitrare, Gate 
initial, momentele finale din capetele barelor se determină cu 
relația (III.2A). Observaţie importantă : Termenii de lucra ` 
mecanic se scriu cul. momentele spre bare, | : 

2. Probleme rezolvate 


1. Să se traseze diagramele de eforturi la cadrul din fig: 
[III.28 a), Cu ME se determină numărul gradelor de 
libertate (g= 2n-b = 2x2 = 3 = 1), ἀαρᾶ care se stabileşte sis- 
temul de bază din ΞΛΕΟΤΙΙΟ28 b. 


Treapta I-a ; 
- Pe sistemul de bază (fig.III,28 b) se determină momentele 


áe încastrare perfectă produse de sarcinile exterioare: 


JG os = JG n ολ. m Roop y g^ n ase = 666 Kem 


= Be determină rigidităţile absolute la rotiiro alo „barelor; 


^ 


ARI 
κ 25 Es E = — = 2I, 
Kog= Eso = SE. 0,8 BI, 


ΑΝ; Ντο 
p νο νομος δν 


- 50 = 


- Se determină rigiditátile relafive ale capetelor de bare; 


e 


Nod 2: 
K.) 2 RI, 52 " 
"οι " XX. " ΣΎτττο,Ε XT, = 2,8 "0714 
0,8 EL, 
Σο» x στ = 0,286 


O ras τς Pee = 0,455 


= Pe schema nodului (fig.III.28 c), se efectuează echili= 
brările (repartitii gi trahsmiteri) şi se obţin în final momente- 
le din treapta I-a (M9,) 


Treapta a II-a 
Deoarece cadrul are un singur grad de libertate,se:dă ο 


singură deplasare nivelului, construindu-se deformata (fig.1ll, 
29 a)s 


n 
177 


«λα 


- Se determină momentele de încastrare porfoctü rozultato 
din deplasare, lu£ndu-se EI Aa + 1000: 


τν. νυ 
Msas Waze eA = «εδ - 166 Ken 


= Se echilibreazá aceste momente provenite din deplasare 
4 
(fig.III.29 b) şi se obţin momentele echilibrate κίν. 


= Se scrie sistemul de ecuaţii (III.223), folosindu-se deci 
procedeul forţelor de deviatie. Sistemul avînd un grad de liber- 


fate, se scrie o singură ecuaţie şi anume: 


DiiXy* Dy x ο 


unde: - 
δι = forţa de deviaţie de la nivelul 1 , produsă de mo- 


` mentele din trapta Fa(Mj.) si forţele exterioare: 


D? - 2222132 , - Lg 200932 _ 1640,2 κας ` 


Dj; = forta de serta) de ues nivelul l, produsă de mo- 
gentele din deformata za ): 


Dj; e 7EgtXe- - 122227 = -751. κε Ç. 
= Rezolvind ecuaţia -751 Xy+ 1640,2 = 0 se obţine 1122,19. 


- Momentele finale din fiecare capăt de bară se determină 
apoi ou relaţia: 


My Mie + u) «χι, 


adică la momentele din treapta I-a se adaugă momentele din de= 
formata I-a echilibrate, multiplicate ou X, (fig.lII.Ào o). 


- ο Hg. H-30 

. Cu. aceste valori se traseazá diagrama de momente (fig III, 
31 a)'si apoi diagramele de forte tăietoare si forţe axiale 
(fig.III.21 c,d), după ce $n prealabil τοσο bară. s-a consi- 
derat ca o grindá simplu rezematá şi s-au determinat reactiunile 
din capete (fig. I11.31 b)é 


—. 2. Să Be traseze diagramele de eforturi pentru structura 
din {16.111.223 a. Cu relaţia (111.21) se determină numărul gra- 
delor de libertate (ge 2n-b = 2 x 528 = 2) şi apoi se stabiles- - 
te sistemul de bază (fig.III.32 b). ᾿ 


Zreap ta I-a i 
Pe sistemul de bază se determină momentele de incas- 
trare perfectă: 
12 


2 
Hayz -Mrgn Hs = 1t gl es ta 


= Be determină rigiditátile absolute: 


= 58 = 


381, 
Κορ Ko) = Tp? = $ EI, = 0,75 HI, 


4BI 2 4 x 2 EL, 
Esar Kog = —p-*—q— = o,8 XI, = Eye Ko 


ABIS AELS 
Κορ = dis. a Πα Ἐς. z 0,666 EI, 


- Be determină pigiaităyile relative: | 


Nodul 2: | 
ποι = gc = coii = BË enum 
"25 - y = 5545 =: 0,314 


= 55 = 


toy = yir = 0,282 
Too - πὲ} = 0,225 
Nodul 7: 
È = = 1 = 1 = 0,6 
?5 š > E. I+0,55% 1,656 š , š 
Yog = rë = bete = 0,4. 
- Pe Schema cadrului din fig.III,25 a se echilibrează momen- ` 


tele produse de sarcinile exterioare gi se obțin momentele M 
(momentele din treapta I-a = figsIII.33 b). 


Treapta II-a | 


.— Corespunzător fiecărui grad de libertate, se dă cîte o 
deplasare $n ipoteza nodurilor blocate la rotire, construindu-se 
deformatele şi calculîndu-se momentele de încastrare perfectă. 

Se consideră EI ΔΔΣΡ = looo; 


ar 


Momentele de încastrare perfectă din deformata I-a: 

WC a ΚΚ. aa WE =- SEL arb . 6 x looo . 6000 _ 396 
Maz = 32 " 547 45-412 A aa e UC cd 
Momentele de încastrare perfectă din deformata a II-a: 
^an = SF r 6EI „arb 6xlooo 
Ἂ»»- foo Jig» σοι br A s ree a -376 Kgn 

— uA arb: x loo 
JE a esse 313 A = 2371200 = 188 Ken 


7 δ΄  sgr*'.xi 
Heng = Mop = ERA αν 166 Kgm 


M 56. - 


dug. B-33 ` 


ibr 
. f D ig ; ^ 235) ! 
mome : Φ II.36) 


Deformoro Z-a 


66 
-$$ 
- 206 

576 


-Z 
Eyo E 


-1 33 —— 


e 


4j 


Fig. H - 35 


Fig. 4-38 


Deformaro 5-« 


Fg. 1-36 


= Folosind procedeul forţelor de deviaţie,se scrie sistemul 
de ecuații: ' 


: | 
Digi + D22 + D) = O 
í Dj + Ὀρρῖρ + D2 = 0 


unde: forţa de deviatie de la nivelul I produsă de moment 


21* le din deformata I-a (fig.III.27): 


= 59 a 


Dya = AAN laaa n a gy 


ELE »-38 


Di, = forţa de deviayie de la nivelul I produsă de no- 
mentele din deformata a II-a (fig.III.58): 


Dyp = τς + 1262222 . 3l « 227,75 Kg 


Ὲ 
ï 


$ 


Ag. i - 38 
D? = forţa de deviatie de la nivelul I, produsă de monon- 
tele din treapta I-a şi de forţele exterioare (fig III.39): 


p? = 2203172 + 2000 = 5224206 a2000 = $È s 1095 
l 


” ο . "De ανα α = ` O CC CO 
σα... MM E M EM κως PP Nan. 


/77 


fig. M - 39 


Day * forta de deviaţie de la nivelul II, produsá de momen- 
tele din deformata I-a (fig.III.40): 


pa s ρα. E a227 ko ° 


Ag. Ñ - 40 


Obs: &)In general, luorínd ou momentele spre noduri,. for- 
vele de ἀθν18149 Be caloulează astfel: 


Σαν *M 
x d NET mw il (111.27) 


tj 
unde: 


Ms sint momente pe stîlpii superiori nivelului at ορ | 
Mi; sînt momente pe stilpii inferiori nivelului "4", 


Astfel „calcul πᾶ ο TRE Do, ou Co (11.27), 
result 


M asss, — - P = E x «δεῖ - 227 
, b) Coeficientul D,» trebuie să fie egal cu coeficientul 


Dki datorită zeciprocităņíi |eforturtlor (D)2= Dj 227). 


Όρο = foris de deviaţie de la nivelul II produss de momentele 
din . Il-a. Aplicînă relaţia de calcul (111,27): 


ὅρα = + CHR, camus - 85 - da _ mua. 
pam foco = 


D$ z ferta de deviația e "la nivelul I, Poiană de niae 
din treapta I-a si de orele κ exterioare: 


Da = =( πε. * Κ᾽ ise - cu - tcd e 
m i2-2 + 4000 = 3998 
- Be rezolvă sistemul de ecuaţii: 
-197 X, + 227 X, = = 1990,5 
227 X) + 275 X, a = 3998 


Si reszultà: 
Xi = 7435 


X, = 56 2 


- Se determină momentele totale din capetele barelor cu 
relaţia (III.24): 


Ma M. * x X, + u 22 X, 
"ei = 106 + (-79) x 7445 + 215 x 56,2 š 6326 


Mos = -177 + 195 x 75,5 + (-260) x 56,2 = -277 


e 
LU 


= 71 + (-116) x 74,5 + 45 x 56,2 = -6049 
io Š =570 + 185 x 7445 + C So) x 56,2 = - 1790 
LAN E 570 + (-183) x Jus + 200 x 56,2 = 1799 
T - 7579 + (-185) x 74,5 + 196 x 56,2.- - 3229 
Mys = 579 + 185 x 74,5 + (-196) x 56,2 = 2229 
Μο = = =32 + (-lo4) x 74,5 + 49 x 56,2 = -5022 
Mo, = 206 + 224 x 75,5 + (-255) x 56,2 = 2606 
= 

(157 == 95 * (-64) x 24,5 + (-12) x 56,2 = -5655 
Ms: .-θι Καλα 74,5 4C92)x 5602 «-6221 u 
Kgg = 21 + 10 x 7043 + 92 x 56,2 = 62a) 


E 


1 + (-56) x ον, + 219 x 56,2 = 8059 


Mg = lo + ? x 74,5 + 129 x 562 = 7780 


Aceste momente Be trec pe schema cadrului (Lig III Al a) 
şi se trasează diagrama de momente (fig.III.4l b). 


= 5222 | -3643 - 6227 


6326 -277 1730 


662! 


a). 


7780 


2 Să se traseze diagramele de eforturi pentru structura de 
de pod din fig.III.A2 a, 

- Se determiná numárul gradelor de libertate cu relatia 
(111.21), Stiind cá un reazem simplu introduce în plus un nod si ` 
o bară (g = 2n - b = 2 x 4 = ? = 1 )şi cen Se stabileste sis- 
temul de bază (fig.III.A2 b). ` 


. 


Treapta I-a 
- Pe sistemul de bază din fig.III.42 se determină monen= 


tele de încastrare perfectă: 


ο = -Kra = y HH - 2» tm = 2500 Kgm 


--δθ determină rigiditüjile absolnte: 


Ka = A e 222, se 
= Bon ο. 
Esa = x 2 EI = EI 


Eos = ο 
πο rigiditățile relative: 


Med 2: i 

"a" Ez irr - mop ire "nir = csse 
Jas = BE = 00307. 

r25 = PET = 0,307 


^ Nod 2 
Š E 
T3 3 + + 36 = A = 0,286 
* 


— Operaţiile de echilibrare se efectuează pe schema cadrului 
(figcIII.43 a), momentele finale din treapta I-a fiind cele in= ` 
jicate în fig.III;42 bi : 


x fig. 2-4 


2 Treapta II-a 
— Corespunzător singurului grad de libertate al sistemu- 
lui se construieşte deformata (fig.III,44 a) şi respectiv 


- 66 — 


deplasata (fig.III,AA b). 


77 = (67114) + er. reoz. A 
27 = (er) (24) + (57) (25) RECS 
"um 3T-(67)(85) + pe ez. ONG) 


amm 


ν 
TRES 


= Folosind diagrama deplasărilor pe verticală (fig;+ITI; 
44 c), rezultá:. 


A= ^f, > eA b 5, . 


Dacă se notează Y} = Y o p rozultă: 


orae τς Ka sassa St VON IRE ο tym ti αιμα 
S ay i Lu a A Ie Ted i ilie 
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Pa = Sa = os, = 08 Yo 

Pa = Ë Pa = 0966 T, = o6 Y, 
Pit]. 2 
Ps = κ” ον66 Ve 


- Momentele de încastrare perfectă rezultate din deplasare 
sînt indicate în figura III.44 a, Aceste momente se exprimă în 
funcţie de rotirile barelor şi se consideră EI s z looo, 


Ha = 28 A LAE $- Ær- D να = 9.93909 = 1o00 

x ο SEI SEI A SEI | 6E(2I 

Wu Moat e qas Ee s foe SD. ase, = 
- 216 1000 . _ 960 Kgn 


= 2I. | 21 : 
Er cu UE S ios Mg qn ieu 


— 


Jc SEI 


26 =X ag e fs >s 0,66 f o= = Kgn 

- Be echilibrează aceste momente şi se obţin momentele 
(momente echilibrate din deformata I-a = fig.III.45). 

= In cazul cadrelor cu noduri neparalel deplasabile, este 
indicat a se folosi procedeul lucrului mecanic virtual în ex- 


(4) 
NUS 


primarea condiţiilor de echilibru static, necesare pentru deter- 
minarea coeficienţilor de coreaţie, ° 


- 


« 60 ^ 


-6 


=s 


33 
409 am -2781-275 
- 52% |- 258 —— ORT T 
7000 |- 960 - 962 1000 


σα, 
v Ὃ 
7/9 -1294 — -1296 779 


41 
Mig 


Fig. 2-45 


Pontru structura calculată: 
ο 
: τ ἔπι eO 
unde: 
s ` Li - lucrul mecanic în deplasata I-a produs de momentele 
din deformata I-a (fig.III,4%6): 


Lye -719 Ὑ - (5754687) 0,66 ^, (1294 + 1296) 0,8 Y, - 
- 719 Yo = (5774689) 0,66 Y, = =719 Y, - 843 Y,- 


- 2070  , = 719 Po = 8&5 Po = = 5196 V. 


L) = lucrul mecanic în deplasata I-a produs de momentele 
din treapta I-a și de forţele exterioare: 


«$9 . 


δ) 


d- Eg 


fig. B-46 


- = 862 F ç+ (6924246) o,660 Pe + (1554-2354) o,8 PS 


- 5861 Y + (5074254) 0,66 7, ~ looox6X3'" = -21239 y. 
= Se rezolvă ecuaţia: : | 
- 3296 P, X, = 21239 poz 0 


x =- Aaa : 


= Momentele totale se determină cu relaţia: 
i (Δι 
My = We + X, κῶν) 
i= -862 + 719 x (4,1) = -3802 Kgm 
Ms 155^ + (-1294) x (—4,1) = 6.854 Kgn 


= b 


Mog = -692 + 575 x (—#,1) = -2052 Kgn 
Moo = =346 + 687 x (—h,1) ë -2166 Kgm 
Ms = -335^ + (1296) x(-4,1) = 1966 Ken 
Mj, = 3861 + 719 x (441) = 921 Kgn 

Μες š -507 + 577 x (—,1) š —2887 Kgu 


Νο; = =254 + 689 x (—L,1) = =3074 Kgm 


Cu aceste valori se. trasează diagrama de momente din fig, 
III,42. : =: 


Fig. D47 


III.2.5. Calculul structurilor supuse la variaţii de tem- 
peraturá gi cedări de reazeme 


le Consideraţii teoretide 


as Calculul la variaţii de temperatură 
Sub acţiunea variațiilor uniforme de temperaturá,barele 
structurilor suferă deformatii axiale date de relaţia: 
Agi = eat). 60.1 (iir.27) 


unde: 


o4t) = coeficientul de dilatare termică liniară; 


t?- temperatura medie din axul barei ; 
1 á lungimea barei. 


aii 


asl Structuri simetrice, 


Dacă structura este simetrică, sub acțiunea variațiilor de 
temperatură se deformează simetric, deci momentele de încastrare 
p ri de de „apomenep, gânetz 09 TS Im esa fa 

ΓΝ a treapta I-a) cu valori simetrice. 

In treapta a II-a, atît deplasata T » Cît şi deplasata 
II-a (figIII 4S bc), sânt antisimetrice. Intrucít lucrul meca- 
nic este nul dacă deplasata este antisimetricá gi momentele cu 
sare se sorie lucrul mecanic sînt simetrice, rezultă că termenii i 
liberi Lj din sistemul de ecuaţii.sînt nuli. 

Rezultă aşadar, cá la structurile simetrice supuse la va- 
piaţii uniforme de temperatură, momentele finale sint cele din 
sreapta I-aş nemaifiind necesară efectuarea tréptei a II-a de 
calcul; 


Cu A 
21 “Ωρ = para 
12 
Ξ — (2 
Ie = As = Z. 
E 


4) 


Deplasara T a, Zeo/osafo Z-a 


fig. A- 48 


e T2- 


Ae2. Structuri simetrice 


Ca gi în cazul structurilor simetrice, esto necesar să 
fie cunoscute Geformațiile axiale ale barelor, dar pentru a se 
putea construi deformata sistemului cu nodurile blocate, se 
consideră o axă de referinţă faţă de care se determină aceste: 
detarnații, | : 

Astfel, pe deformata din fig.III449 se pot determina 
deformaţiile axiale ale barelor gi deci momentele de încastrare 
perfectă, 

Aceste moments se echilibrează şi se obţin momentele din 
treapta I-a amos z 

Treapta a II-a se efectuează apoi în mod obişnuit, obti- 
nînău-se momentele echilibrate din deplasări arbitrare cores- 
punzüátoare fiecărui grad de libertate, Coeficienţii de corecție 
X, se determină folosind ecuaţiile de echilibru scrise prin 
forţe táietoare sau prin lucru mecanic virtual; 


A tn (6-6) 
Δρ zx îm (4-41) 
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b) Calculul la cedări de reazeme 


Pentru efectuarea calculului în douá trepte, se procedează 
astfel: | Ἔ 

Pe sistemul de bază ou nodurile şi deplasările împiedicate 
pe construieşte deformata structurii produsă de cedările de rea-. 
gome (fig.IIIs;50) şi se determină momentele de Íncastrare per- 
fectá. 

Aceste momente se echilibrează şi se obţin astfel momente- 
le din treapta I-a (Mj). 


Treapta a II-a se efectuează apoi în mod obişnuit, 


2/625 @ : : 
@ @ @ 
Ξ ΄ GEI 
T Mni Y 
2I. 
--- £z 7 
y moe 
@ @ i WS PM E 
v Y 23 
ue 


A9. m- 50 


24 Probleme rezolvate 


l- Să se tnaseze diagramele de eforturi pentru structura 
din fig.III.5l a, supusă la o variaţie uniformá de temperatură 
“$ = 200, 
: Structura este confecţionată din beton armat cu coeficien- 
tul de dilatare termică o. = 107? gi E = 2 x 1o? Kg/cn? r= 
- 2 x 1o? Κε/αξ, : : 


Pe 
s to ne " 4,15,1o2 01 24,15.107? mt 


= Cu relaţia (III.21) se determină numărul gradelor ἂν 
. libertate (6 = 2n — b = 2x5-8zs 2) şlapoi se stabt?ur: s viste... 
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b) Calculul la cedári de reazeme 


Pentru efectuarea calculului în douá trepte, se procedează 
astfel: d 

Pe sistemul de bază cu nodurile şi deplasările împiedicate 
ge construieşte deformata structurii produsă de cedările de rea-- 
geme (fig.III;50) şi se determină momentele de încastrare per- 
fectá. 

Aceste momente se echilibrează şi se obţin astfel momente- 
le din treapta I-a 4). 

Treapta a II-a se efectuează apoi în mod obişnuite 


© 


Fig. m- 50 


24 Probleme rezolvabe 


l- Să se traseze diagramele de eforturi pentru structura 
din fig.III,51 ay supusă la o variaţie uniformá de temperaturà 
. t = 209, 
~ Structura este confecționată din beton armat cu coeficien- 
tul de dilatare termică oC, = 107? şi E = 2 x lo? Kg/cn^- 
= 2 x 109 Kg/n e i : 


as cw 
Io = En = 415.10? conia 15.1077 a 


- Cu relaţia (111.21) se determină numărul gradelor ὧν 
` libertate (g = 2n — b = 2 x 5 - 8 = 2) şiapoi se stabin s iste... 


En O 
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de bază (fig.III,5l b). 

- Se alege axa de referinţă pe linia nodurilor 1-2 gi Be 
construieşte deformata sistemului cu nodurile blocate produsă 
de variaţia de temperatură (fig.III,51 b); 


Pa a 
= Se determinü alungirile cone 
Alas sop 125 +° = 195 x 10 x 207 - 2 x 157^. 0,002 m 
Al. =o 165 eo - 107? x 4 x 200 =8x1 m 0,0008 m 
A 19g =, 178 s? ë 107 x 6 x 200 = 12 x 19^. 0,0012 m 


o 
Ag zO log t 


lo”? x 8 x 20? = 6 x lo”, 0,0016 m 


— Be determină momentele de încastrare perfectă: 


«T5 - 


$ - 
X s = DE Alog = DEEE λα aM x 1ο ρα 1ο”2- 3112 gen 


56 
š s 3 
XC 78- HM s7= SZ Atas «δίορ)- ος 
7 =4980 Kem 


28K 6 x 2x? x 1 2 
ope DE - GL Uie eg) - uuu NÉ 


x 4 x 10? = -622 Em Ἢ EX Ξ 


- Se determină rigiditügile absolute şi relative la ínco- 
voiere, Deoarece acelaşi cadru a fost rezolvat Sí în exemplul 2 
de la paragraful III.2.2, se vor considera rigidităţile calcu- 
late la problema respectivă, 

- Pe schema cadrului din fig.III.52 a, se efoctueazk ope- 
rațiile de echilibrare şi rezultă momentele din treapta I-a in- 
dicate în fig.III,52 b, 


Treapta II-a 

= Corespunzător fiecărui grad de libertate,se dă câte o 
deplasare, construindu-ss deformatele şi deplasatele (fig.III. 
53 abcd). 

— Momentele de încastrare perfectă din deformata I-a au 
valorile: 


s -W -WW SELA _ 6 x looo _ 
adt aue SS 


(se consideră ELA = 1000). 


Fg- m- 52 


iar momentele de încastrare perfectă din deformata II-a: 


Ro Woar μες = 


— -— GRI 6 x 1ο š 
Jio = Kar pe A7 2 tien Ean 


Αφ: 4-32 
iar momentele de încastrare perfectă din deformata II-a : 


Jesi ree Ba = 22 noe = 188 Kgm 


6 x looo 


e Un GEI : 
IC ga Moga ss n e 


Fig. Z - 5* 


Fig. I - 53 


Deoarece deformata I-a (fig.III.525 a) este de fapt ace- 


eaşi cu cea din fig.III.24 a5 
rezultă că momentele u 20) 
sînt cele din fig.,III,35 b, 
transcrise în fig.III.54, 


= Pe schema cadrului 
din fig.III,55 a se echili- 
breazá momentele din deforma- 
ta II-a, Valorile momentelor 
u sînt prezentate în fig. 
III.55 be 


= Se scrie sistemul de ecuaţii de echilibru prin lucr: 


mecanic virtual: 


-35 


2 
— 25 


105 -——— -27 


-?# —— -38 


m 


L 


7 


Fig. -55 


D 
ED eo XS «Όρο 


ATA 
οι Σι + lo X, + 15 = 0 
Se calculează coeficienţii şi termenii liberi Cu momentele 


spre bare, deci cele din fig, III-52 , III-54 gi III-55 
cw semne schimbate | 


La] = lucrul mecanic în deplasate I-a produs de momentele 
` din deformata I-a (fig.III.56 a): 


AL 


Lij- = (1854195) -ᾱ- - (1854224) -2 = 196,75 A 
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lio = lucrul mecanic în deplasata I-a produs de momentele 


din deformata II-a (fig. III. 56 b): 


înz= (17,5462) Ẹ + (12,1430,3) À = 30,475 


Š ` 


d = lacrul mecanic în deplasata I-a produs de momentele 


din treapta I-a (fig. III.56 c): 


Lj (1045,7) $ + (317473,5) A = 88,7 A 


Li = lucrul mecanic în deplasaia II-a produs de momente- 


le din deformata I-a (fig.III.56 d): 
Lu 79 + + 56 A - (1447) E = 30,254 
Obs.: se consideră media coeficienţilor: 


L = Ls Dali + 3204.2 A 30,3624 


L5; = lucrul mecanic în deplasata II-a produs de momentele 
din deformata II-a (fig.III.56 e): 


Lj = 133 4 = 163,7 A - (196,44136,2) = E IRA 


15 = lucrul mecanic în deplasata II-a produs de momentele ` 
din treapta I-a (fig.III.56 f£): 


Lj- - 48,6 Jp = 2833 $ - (331044145) = «19658 


- Be rezolvă sistemul de ecuaţii: 
196,75 Xi * 30,362 X, = 788,7 


Si se obtine: 
X; = —,28 ; x, = -17,7 


Momentele finale din capetele barelor se determină ou 
relaţia: 
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+418 


+47 


pe 


- 3⁄2 


89b- 


E ow; Οζσεσ- 


D 


e 


Fi. 2-37. 


Deci, la Momontolo din treapta I-a (fig:Il1.5? 8), se 
adună algebric momentele echilibrate din deformata I-a multi- 
rlicate cu X, = -2,28 (fig.III.57 b) şi momentele din deformata 

a multiplicate cu X, = -17,7 (fig.III.57 c). 

Momentele totale din capetele barelor, sînt prezentate 

în fig.III.57 d, iar diagrama de momente în fig,.III.57 e. 


` 


κ 
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2= Să se traseze diagramele de eforturi pentru structură 
Supusă la cedările de reazeme indicate în fig,III,58 a. Se consi- 
deràá: 


P = 0,02 radiani 
u = 0,02 m 
Y = 0,05 m 


Structura este realizată din beton armat si are secţiunea 


stîlpilor 12 x 20 cm, 


E 


m 


DE 1o? Eg/ on? z2x 1o? Kg/n? 


2 = 
I = 22 x,22= = 8000 cm? = 8,107? πὶ - 


- 27 em 


- 84 w 


- Se determină numărul gradelor de libertate (gs2n-b a 
=2x 5-8 = 2) δὲ se stabilește sistomul de bază (fig.III,58 b) 
Pe sistemul de bază ge construieşte deformata struoturii cauzată 


de cedările de reazeme şi se determină momentele do încastrare 
perfectă: 
68.21 


96 aee Mga Su ve- Earl ga razi o,o 


HE agm πρ” s= My, LE τας 


X καὶ "" '. Ἔρος ες Rex 


ax x iedx l 
` SS e 


DIG 877 - M Fe = = = Έτος -2133 Ἔρπι 


DIG a= - Ep = = 1066 E 


= Dolsidde aceeaşi structură AU m e si in exem- 
plul precedenta se utilizează ss sss siloz ate la sa lea 
respectivă, : 
: - Pe schema cadrului din fig.lI1.59 apse echilibrează 


„morentele de încastrare perfectă gi se obţin momentele din 
treapta I-a (fig.III.59 b). 


Treapta II 


— Acelagi caâru a fost rezolvat în exemplul precedent, deci momen- 
tele Μί4} gi ulaz) sînt cele din fig.IIL.54 Şi fig.III.55 b. 


Rezultă cá în sistemul de ecuaţii: 


b 
LX, + baia + L, = O 

0 
Loi Xi* ἱρρῖρ + le n 0 


^ 


= B5 = 


H | Rap Ste 
£ M ! | 


Lo] 91 Lo sînt aceiaşi ca şi in 


coeficienţii Lii, Li5, 
exemplul precedent gi au valorile: 


Dy; = 196,75 A 


lio τ Loi = 30,362 A 


-114,6 A 


Noi? 


- Se calculează termenii liberi Ly Şi 12 produsi de mo- 
mentele din treapta I-a (cu momentele spre bare); 


x ; 
Ly -= luorul mecanic în deplasata I-a produs de nomentele 


din treapta I-a (fig.III.60 a): 
19 - = (2984310) £ - 23 4 + IA. = «θοῇ 


o 
L2 = luorul mecanic în deplasata II-a produs de momentele 


din treapta I-a (fig,III,6o b): 


SS A ESAN ; 
12 =.-162 - 473 T + (605 + 1903) A = 259,254 


4 


uds 
me 
EB 
/ 


Fig. H-60 
= Be rezolvă sistemul de ecuaţii: 


196,75 X, = 30,362 X, = 207 
„3092362 X, = 114, 6 X, = = 259,25 


. gi rezultă 
Xi m -“Ὁ $764 


χο = 2,067 
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+ Se determină momentele finale din capetele barelor cu 
relatia: 


(A4) (Az 
: My + X) MU + X, μίχο) 


Κο = 162 - 0,764 x (-79) + 2,067 x (133) = 494 Kes 
| 28 _ Kgn 
-522 + Kgn 
Mzp = 294 = 0,764 x (183) + 2,067 x (-17,5)- 122 Κέα 


Mos = 3lo = 0,764 x (195) + 2,067 x (-62) 


" 


Mos = —#?2— o,764 x (-l16)+ 2,067 x (-71) 


πα, = “294 0,764 x (-183)+ 2,067 x (17,5) = -122 Kgm 
Mz = -22δ- 0,764 x (-185)+ 2,087 x (12,1) = - 75 Kgm 
= 238 = 0,764 x (185) y 2,067 x 12,1) = 73 Kgn 

= -629- 04764 x (-104)4 2,067 x (-56,1)= -668 Kgm 


Mas 
Μορ 
Mo, = = l#— 0,764 x (224) + 2,067 x (-30,3)= -244 Kgn 
Μορ = 170 = 0,764 x(-64 ) + 2,067 x (-77,2)- 64 Kga 
M56 


= 475 = 0,764 x (-56) + 2,067 x (165,7)- 848 Kgm 


Ms = 605 = 0,764 x (-14) + 2,067 x (-106,4)- 402 Egm 


-402 Kgm 
M o7 -1902-0,76* x (7) + 2,067 x (136,2) = -1624 Καπ 


Ms = -605- 0,765 x (14 ) + 2,067 x (106,4) 


Momentele calculate se trec pe schema cadrului (fig. III. 
61 a), diagrama de momente fiind cea din fig.III.6L b. 


-/22 -73 


-/634 


.Digrore de momente (Kom) 
722 -— m5 


E 


“Φ. 2-67. 


E ^ III.3. Metoda momentelor active? 


1. Consideratii teoretice 


Metoda momentelor active esto 0 variantă a metodei depla= 
şărilor, care operează cu necunoscute momente active de noduri 
şi momente active de lanţuri cinenatices 

Prin moment activ de nod "M," se înţelege momentul care 
actionind asupra nodului i în sistemul de bază imprimă acestuia 


rotirea 6, reală, : 
Sub actiunea momentului M; s nodul se roteşte cu θε bare- 
le care concură în nod se deformează şi în capetele lor apar mo- 


mentele Νικ (£1g.111.62). 
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Nodul se roteşte pînă cînd mom ntole care apar în oapotolo 


barelor echilibrează momentul Mi, doci pinü cînd > May 5 Μι. 


Stiind cüi 
Mij = Ἐπ 91 
Mig = Fig 91 


rezultă: 


n. Duy κ 
Κο Lux E, 


Deci: EXE: 


unde: K, rigiditatea la încovoiere a nodului; 


rotirea reală a nodului; 


JE d 
" u 


momentul activ de nod. 


Prin moment activ de lant "Ma" se înţelege momentul care 


actionínd asupra lanţului în sistemul de bază, imprimă acestuia 
deplasarea reală, Sub acțiunea momentului activ de lant Μι " 
barele structurii se deformează pînă cînd momentele "May" apá- 
rute în capetele barelor echilibrează momentul activ M, deci 


- până când Μ.. = M, (fig. III.63)e 
pina - ik A 6 +63) 


= 90 . 


Considerínd cá momentul &ctiv de lant acţionează pe o bară 


Suport fictivă care se roteşte cu PA s Be poate scrie: 


= (+) = (+ 
M ai ) 
ik = Meg = Ep e Tax? E Yo 
πι) 
Mab = Mpa = Ep >° Te 
= x) 
Š Moa = Mao = Koa * Yo 
Rezultă: 
M 
Y. = E = τα t Yeb ae e ZM - 
= K x z(t) = (y) = (v 
τω τα τ τ LRL πρ 
Deci: - 
--(ψ 
καν. ει s Ts (111.29) 
unde:  (Ψ —(p 
E, J) LES = rigiditatea la deplasare a lanţului cine- 
y - matić; - 
` Yik = Potirile reale ale barelor lanţului cine- 
matic; 
M, = momentul actiy de lant. 
resia momentului activ de nod: x 
E 3 ° 
© [Po - ος Me Efa M, ΩΘ81.70) 


| JO | unde: 
P 


zc. š A din nodul 
Zx AX, 2 ik ^ | 


î produs de sarcinile exterioare pe 


Fig. Z- PA sistemul de bază; 


OK, = moment de încastrare perfectă 


produs de sarcinile exterioare în sistemul de bază), 


t. £ momentul din nodul "i" produs de un moment activ 
Es unitar'ce amtioneazü în nodul "x" Rz 1). 


E = momentul activ din nodul "k", vecin cu nodul "i" ; 
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Rezultá agadar οὔ TUM, M, reprezintă influenta momentelor 
active din nodurile vecine, asupra momentului din nodul í, 


M, = momentul aotiv al lanţului A, din care face parte 


Şi bara "ik" ; Z 
aa = momentul din nodul "i" produs de un moment unitar ce 
acţionează în lanţul A az 1). 
h::ualVÁ deci cá 1/4 M, reprezintá influenta momentelor 
active de lant, asupra momentului din nodul 4, 


Expresia momentului activ de lant: 


N, sc, SC +E fag M5 (111.31) 
unde: 
“Κλ = momentul din lanţul "A" psodus.do Sarcinile exteri- 
oare; 
M; = momentul activ din nodul ie care face parte din 


lanţul A; UT 

ΝῊ = momentul activ din lanţul A, produs de un moment 
activ unitar ce acţionează în nodul i (M;= 1); 

> Parti s= reprezintá deci influenta momentelor active de nod, 

asupra momentului din lanţul "A", 

Pus = momentul din lanțul v produs de un moment activ 

; unitar ce actioneazá în lartul B a= 1); s 

Ms momentul activ din lanțul B. 


> Pap x, reprezintă deci influenţa momentelor din lanțuri- 
le cinematice legate cu lanţul A (cu bare comune), 
asupra momentului Μ.. 


Relațiile (III,20) Si (111.21) se mai pot scrie: 


ο ΠΛ 
μοι +E M, Σιν Mp = 0 


e :Ile32; 


- Şi a 


Rezultà asadan că Z Mi M. reprezintă influenţa momentelor 


active din nodurile vecine, asupra momentului din nodul i, 


M, = momentul activ al lanţului A, din care face parte 
Şi bara "ik" ; x 
Par = momentul din nodul "i" produs de un moment unitar ce 
acţionează în lanţul A (M,= 1). 
k cultă deoi că Σι MA reprezintă influenţa momentelor 


active de lant, asupra momentului din nodul 4, 


Expresia momentului activ de lant: 
M, -- «δ μαι M, +E Pa M. (111.21) 


να A = momentul din lanțul "4" Seed de Sarcinile exteri- 
oare; 
M, = momentul activ din nodul i, care face parte din 
Lanţul A; : 
f^i = momentul activ din lanţul A, produs de un moment 
activ unitar ce acţionează în n nodal i (UI; = 1); 
25 Parti Mz reprezintá deci influenta momentelor active de nod, 
asupra momentului din lanţul "A". 
Λιβ = momentul din lanţul i produs de un moment activ 
unitar ce acţionează ín larţul B (i= 1); = 
Lm momentul activ din lantul B. : 
> f Νο reprezintă deci influenţa momentelor din lanțuri- 


le.cinematice legate cu lanţul A (cu bare comune), 
asupra momentului Mye 


Belafiile (III,50) şi (111.21) se mai pot scrie: 


Μον Σας Me + Zara M, = 0 
OC, + ass Σω MS = ο 


a Ie33; 
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Sistemul de ecuaţii (III,32) se poate deduce 91 diroot, 
din condiţiile de echilibru ale nodurilor 81 lanțurilor ocinema- 


tices 
Las ΠΛΗ ΣΤ. 
ς i : ς (111.33) 
Pau Xa Oo M, + u a 
unde: 


fai - = momentul din nodul 4 cînd în nodul "4" acţionează 
un moment unitar SC 1). 


Momentul din nádul "i" se repartizeazá οσα capăt de 
barà din nod proporțional cu rigiditatea relativă la 1noovoiere 


ik (figeIII.65 ) şi rezultă: Jii Ἔξ lix z-4 | 
L2 
TN Hed pa 
Š š é 
fas C pecu fex 
or | 
2 
| fig 8-65 


In mod similar se educe μμ = xa deci sistemul de ecua- 
tii (111.22) este —— cu (II1.22). 


Determinarea coeficientilor $i termenilor liberi Mix’ 


fu: ‘aas agi) i, κ din sistemul de ecuaţii (III.22) 


a) A jk = momentul din nodul i, produs de un moment uni- 


tar ce actioncazá în nodul k (M.=1) (fig.III.69 
“ΝΕ: © ν 


Fig. in - 66 
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Bub acțiunea momentului M= l nodul k se roteşte, bare- 
le de deformeazi şi apar momente în capetele barelor, 

Praotio momentul M = 1 se repartizeazá la barele concuren- 
ve în nodul k gi apoi so transmite la capetele vecine proportio- 
nal ou coeficienții de transmitere, Pe capătul bareí í-k : 


ο ο DT ; OQ, (115.24) 


Ὁ) sa = = momontul din nodul 1, produs de un moment unitar 
oo acţionează în lanţul A (As = 1) (fig.lII.67). 


Sub acţiunea momentului M = al 
barele care aparțin lanţului A 
se deformează şi în capetele 
lor apar momente, 

Rotirea unei bare i-k se poate 
exprima funcție de o rotire de 
referinţă ( Y ϱ) şi un coefici- 


ent de proportionalitate a ro- 
tirii barei respective ( Pw- 


Deci: 
l ku Xu E Ya = gv, δα 

Map? M,a- EY Yab = = Ea Yo (III.35) 
Mça= Mac? τ Toà = «το Po is 

Din relaţiile (III.25) rezultă: 

M M Za 

Pa (y i luu. nz Ihi. 

° E fax Wei fs: Kod ῥα Lx fu 


Bo notoazíá: X, = E” 


ik” / ik 
Ku tua «στ 
pr ix* P ax ik 
Dooi: (y 
) n 1 4| Ἐ' 
M = M, = M, = mt. 
Ak = i , A — Ó M 
LK fix Στα to! 


Not : 1 
otínd: Pax i -— = rigiditate relativă la deplasare, 
š LE 3 
71 * 
rozultá căt ' Ë 
May ὃν» MA, 


Cum £n cazul acesta M este tocmai DRE F 


(uy ES : Y, rezultá (în caz general): x 
Z eu ice 
faa li ἐσ (III. 36% 
Observatii : 


- Suma se referă la toate barele ce concură în nodul "i" 
gi fac parte din lanțul A; Do 

- In LEn, mărimile E, întră în valoare absoluti; 

- In cazul cadrelor cu stâlpi de înălţime egală, coefici- ` 
entií Je iy8înt egali pentru toate barele, deci: 


κ 
fumus : unde ue ios 


c) Jui momentul din lanţul A, σας. de um moment. uni- 
tar ce acționează în κ; "4n (1; -1) (fig IIL. 
68 a,b). i ge 


Momentul uz 3 se repantizează pe bara "ik" cu valoarea 
rik şi se transmite la celălalt capăt al barei cu valoarea 


Pak dee 


e 
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(a). (6) ` 


Αφ. m - 68 


Pentru a determina momentul din lanţul A, se scrie o re- 
laţie de lucru mecanic, în care rotirea lanţului şi a barelor 


se exprimă funcţie de o rotire de referinţă Y? 
X . Ta z (Tik * Yik- Zi) Y ax! 


Sau: Hy Ye Pa : (rik + Pix iy) Paix y, 


deci: 1 ; 
Cum $n acest caz M, este $oonai js, rezultă că: 
1 + Ξε 
Λα = ΣΕ eue σι da Pax] (111.37) 
unde: 3E 


ff = coeficientul de proporţionalitate a rotirii barei 
: suport a nononEnlAt de pe lant. 
Pentru determinarea acestui coeficient de proportionali- 
tate se procedeazá astfel:. 
Sub acţiunea momentului activ de lanţ M,, barele lanţu- 
lui se deformează si apar momentele Maec πο, Yik (proporţio= 
nale cu rotirile barelor V4). 


Be scrie relaţia de lucru mecanic: 


Ny Y, Ys Yikes Yu 


^ 296 «| 


sau: - 
| M, Po fa = FE Co fiu (fo B a) 
Stiind căt v 
M, =L ES Y x «Στ ye f 1 
rezultü: | S 
Ri far fa n Σπα Of Yofa 
Saut ἐν 
Στα τίν, ix: PS - YE. ^. 
de unde: . i z” Στ’, 
| E s 5 | 
` | = Ῥω == (111.8) 


Deci, coeficientul de proportionalitate a rotirii barei ` 


Suport a momentului de pe un lant cinematic se determină cu 
relaţia (111.28) în care: Š 


š E 
En 4s Exc uk 
op τω . 


πο - 


a) ολ AB = sss sui din lanţul A, produs de un moment 
unitar ce ας în gan B Ua 1) (fig: 
III; 69, agb). | 
Momentul din lanţul B se repartizează proporţional cu 


rigidităţile relative la deplasare » ik $ la toate barele ce 
aparțin acestui lant cinematice | i 
In cazul cadrelor cu lanțuri legate (cadre care au cel 


puțin o bara ce face parte din mai multe lanţuri), momentele 


repartizate pe bara comună (din lanţul B) influenteazá şi mo- 
mentul din lanţul A, Pentru a determina momentul din lanţul 
A, se scrie o relaţie de lucru mecanic în deplasarea dată 
lantului A: 


x 
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My Pa = - (t9 8 ) y C9 


sau: 


M V. Pus OP + +) 0) ) Pig Y. 


de unde: 
M. ο. 5, 
m yu a, 


Cum în acest caz momentul M, este tocmai ya rezultá cá 


y 0) > ete 


acest coeficient se determiná cu relatia: 


Sc cR 8) -β (2) 20 GIL39) 


 Zeformafe ρω Θ᾽. σας ou hu A 


Hg. 1-69 


Obs.: In cazul structurilor cu lanţuri independente(care . 


nu au bare comune); coeficientul pp SOE 
e) XÇ 1.5 momentul activ din nodul "i" produs de sarci- 
^ mile exterioare (fig.III.70 a). 


Sub acţiunea sarcinilor exterioare, în sistemul de bază 


barele se deformează, deci în capetele lor apar momente de în= 


castrare perfectă 2έμκ. 


ΕΕ... 
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2 š 
La cadrul considerat: 266; = JG = DIC = LE Ms τ 


/2 8 
Deoi, în general ; M: = Y LH.. 7 ; 
ες RP PDT (111.40) 


& . (c) 
x c ronde fig. B-70 
£) SLEA = momentul activ din lanțul A produs de sarcinile 


exterioare (fig.III.70 b,c). 


- Pentru determinarea momentului XC As 89 scrie o relaţie de 


lucru mecanic: ` 


a) S : a i 5 τ 


de unde: 4 E 
?j 
XA s yz | p: T4 d; or wa) Pu (1ττ.41) 


Observaţie: Coeficientii | Mie fna 91 termenii liberi 
DC, 59 determină cu momenteleSPT9hoduri, în timp ce ooefici- 
entii f ; Κ΄) '$1 termenii liberi JC, se determină οὐ momen- 
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Volo apro baro, 

După determinarea cooficientgilor şi termenilor liberi, se 
rozolvü pintomul de oouaţii (111.32) şi se determină momentele 
active de noduri gi momentele active de lanţuri cinematices 

Momentele din oapetele barelor se determină apoi cu rela- 


piat 


[7 


Mae NC ak - pe Mie na kac ο να... 


2, Probleme rezolvate 


1, Să se traseze diagramele de eforturi pentru grinda con- 
tinuá din fig.;III.71 a, 


. 


|#=2ot dee Ym P,-8E £t m 
2) 2I) 1) ZI 


"5 5 2 : [X 
(0) (n (os s [9 6) 


m, Mor Mu Peas 3. ΟΜ. 7O43 
^p. 9-7 


In figura III.71 b se indică sistemul de bazá obtinut prin 
blocarea nodurilor, Deoarece gradul de nedeterminare cinenatic 


` elastic este egal cu 3 (s-au blocat trei noduri), rezultă că in 


metoda momentelor active vor exista trei necunoscute = momente- 
1e active de nod (4, M 91 Mz) e 

Pentru exemplul oonsiderat sistemul de ecuaţii (III.32) 
capătă forma: NUS 


- γρ Mo +H) = O 
ay M 7 Mo ορ Es Κα = 9 
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Pan Ma +o Ma = M, «2€, = 0 
= Oaloulul rigidităţilor absolute la incoysiere: 
b" λα. = “51 
Kia αι” c = 281 
Kos = Kyo = SEL T 
Ej = HED = 1,6 ar 
- Calculul rigidităţilor relative la încoyoiere: 


Nod 1: 


= | 
140.52. E ta 23 
Fi S scs eril eru. dei 2 


Mio = ο. 


5 | | 
2- 2RR A 
"2 = IF = ZE = νος 


: č a I K EI A à 
ο mE Cus C08. 
Lm ë BR = 0,62 ξ : kj 


- Calculul momentelor de încastrare perfectă (XC): 
ο. =- PA e apă = ua tm = = 11.200 Kga 
2 2 
X yz = -Aa = E - ag e soe sea 


- 101 - 


ξ Maz = = Cp = gh = EA = 4o00 Kgm 


2 2 
* l looo x 
IC zy, = =2Cuas = fiz = en sar = 2080 Kgm 


- Calculul coeficienţilor fix = relaţia (111.24, 
οι EA UN a ος IT 
J23 = 150 8 za ==0,38 x 0,5 = -0,19 


f. ΞΡ2 59 
οκ 23: day 5 -ον να ορ) 


— Calculul termenilor liberi x, - rëlavia (III.40): 


-D 317 


- Myat Duos = 1le200+3»680 = -7.520 Kgn 


= 
" 


Ma =-= Mo + DC az= = 5.680 + 4000 = 220 Kgm 


-Mzz + za 74000 + 2080 = -192o0 Kgm 


ἃ 
u 


Se rezolvă sistemul de écuatii iterativ (tabelul III.2), 
coeficienţii de corecție a necunoscutelor fiind chiar coefici- 
enyii Mik ai sistemului ae ecuaţii, 

Practic, valorile parţiale cumulate (din casete) se în- 
multesc cu ΗΝ din coloana corespunzătoare şi se 
transmit la celelalte noduri, operaţiile de transmisió conti- 
nuână pînă la precizia dorită. 

: Momentele active de noBuri (soluţia sistomului de ecua- 


ţii) so obţin prin Sumarea algebrică a valorilor parţiale 


din casete, 
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Tobella -2 


| 
w 
| 


z --0,33 237 -0,79 
E bal οὐ RD 1 Car 


320 - 7220 


7240 

seo [ο 
BEES 

722 


N 
' 
is 
5 


ii 
L| d 
! I 


| Ms 
tj 
u i 
N I 
X w 
N 


. Ν΄ Lt 
° Mjw |. 5 
9y 


Momentele din capetele barelor se determină ou relaţia 
(111.45) particularizată pentru structuri cu noduri fixe: 


Mpy = MEy = Epe My - Byg ME (IIIA a) 


Deci: 
4,479 


M, o «νι = Ὁ). ο M = ~11.200-0,67(-8811)= -57o0 Kga 
M, o» una 7 Σχ-ο M αρ. Ta) κο 


= 108 


M, ο = 3680 = o,34(-8211) = 0,66 x 0,5 x 2106 = 5700 Kga 
Mj ρα Σρι Xo = fig P 12 N) 

M, | = =3680 - 0,66 x 2106 = 0,17(-8211) = =3740 αρι 
Mas = 2-3 = tag Mo αρ 2ο Xs 

κ... = 4000 = 0,225 x 2106 = 0,19(-2247) = 3740 Ega 

Myr = pa = Eza Ms = 225.7 23 Mo 

M, o = —4000 = 0,28(-2247) = o,17(2106) = -3485 

Xa = za -= rs, M. = 2080 = 0,62(-2247) = 3,485 

Mas aa Bay” gp ᾿ 


τὰς = -2080 - 0,62 x 0,5 (22,247) = -1485 


Cu aceste momente se trasează diagrama din fig.III,.72 a. 


Consíderíndu-Be fiecare bară ca o grindă simplu resenatš 
încăroată ou sarcina aferentă şi cu momentele din capete, se 
caloulează  reactiunile ou care se trasează apoi diagrama îs 


—IVA 
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Hjo = 3680 = e,2A(-8211) - 0,66 x 0,5 x 2106 = 57ου Kga 
Κρ ρα Σρι Κρ = zi 12 

M, - -3680 = 0,66 x 2106 = 0,17(-8211) = =3740 — 
X, y "JC 2.3 = 15 Mo = raar? za X, 

Mj = 4000 = 0,33 x 2106 -- o,19(-2247) = 3740 Kga 

M, 2 = στο” Σο M, - 155." 23 Mo ; 

N. o = ου” ο,28(-2247) = 0,17(2106) = -3485 

X, a =2 sa -= rzą M. = 2080 = 0,62(-2247) = 3,485 

Wa Κρ" ms ᾿ 


τὰς = “RoBo = 0,62 x 9,5 (72.247) = -1485 


Ca acente momente so trasoaxh diagrama din fig.III.J2 as 


- 


Considerindu-se fiecare bară ca o grindă simplu remnematš 
încăroată ou sarcina aferentă gi cu momentele din capete, se 
calculează  reactiunile ou care se trasează apoi diagrama če 


^u Ne 
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forță tăietoare (fig.III.72 b). In diagrama de momente din fig. 
III.72 a sînt indicate gi momentele maxime din deschideri, cal- 
culate în seotiunile de anulare a forţei táiotoaro. 

2. Să se traseze diagramele de eforturi pentru structura 
din fig.III,75 a, 

- Be determină numărul gradelor de libertate: 


E=2n-b=2x5-~8 x= 2 gi se stabileşte sistemul de bază 
(fig.III.75 b), pe care sînt indicate şi momentele XC prodn- 
se de sarcinile exterioare»: 


Ag. Ñ - 73 


Intruoit structura are șapte grado de nedeterminare eine: 
matioo-elasticá, în metoda momentelor active vor exista şapte 
necunoscute momente active de noduri gi de lanţuri oinematice 


91. anume: 
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κ. 5 Κα, Κλ Κου M; - momente active de noduri, 
M, κ. = momente active de lanţuri cinematice, 


— Bistemul de ecuaţii (111.32) exprimă în acest caz echili- 
brul nodurilor 2, 3, 4, 5, 7 gi al celor două lanțuri cinemati- 
oet 


κο + 25 s * fos Ms + /ρι Κι tfia κ Χρ -ο 
aa Mo = My + ss My + za M, og lg +X = O 
az se κ Veo = Wa + faa Mas ap M Ngm ο 
om m hoa Ra LOU RU LOL CE 
fos Mr Na Aa ο Eau 
x, + Paz Ms + an Ma + up Wo + ag Ma + G, = 0 
7 Mpt Ana Mo +/ ps Ms +É? M, + ka, M, +JCg = 0 
= Calculul rígiditütilor absolute la încovoiere: 

na = ta" — 

E E 

Ej = Kso = Te apm, 


E, = Kas = =°. = 1,33 EI, 
Kas = Ksa = Kog = Kgg = 137 = 1,33 πι, 
4E 2I 


Kyy = Ey -p = 281 
s = 28 o5 Xr, 


- Oaloulul rigiditüyjilor relativÓ la ínoovoieret 
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8 EL. 
fog = g - ΤῊΝ 168 0,2 


-Determinarea coeficienţilor» de proportionalitate a rotirii 


barelor (fig.III.74 a,b): 
Be impune o rotire ( Pazel) şi rezultă rotirile ια. 


te bare, adică: 


Leniul A: 
Pes = fous =! 
D el ede = ^as Ja F 
Tu He Aui ten 
ΤΙΣ] | T O anul Bi 
(0f fie =1 
FA 


ect: 4 3 


A m-7 


. ~ Caloulul rigiditátilor absolute la deplasare: 
Se construiesc deformatele lanțurilor A şi B (fig.III.75 


a,b) şi rezultă: 


- Determinarea rígiditátilor absolute la deplasare corec-. 
tate cu coeficienţii de proporţionalitate a rotirii barelor: 


Lantul Αι 
We 
ο Ee Ἐν fjg = ο.» Elpos5 = 0,25 RI, 
Lanțul Bi 
- Ej = En = Ese = Eos = 12 ` fha = 281,1 = 281, 
E78 = y: f vo ως 
- Oalculal rigiditijilor lanjurilor: 
τς LE Fzt SES e xs" 2 x 281,+ 2 x 2514092581, = 8,258, 
[^ "YE. 551, + SE ce Eze” 2x 2ET+2 x 2EILS0,25RI, = 8,2581, 


— Calculul rigiditügilor relative la deplasare: 


zx -! 


I K K 
νι" τὰς - A 


Ya = yen P yn dag = = pf ub Wozu. 0,202 


v 


t 0,25BI, 
?»8 = p a Eum = 0,0205 


Buna rigiditiyilor relative la deplasare pe lant trobuie 
să fie egală cu l: 


> P 4 x 0,2594 + 0,0505 x 0,969640,0303«0,9999 ă 1 
Lanţul B : 
1 i dy D T: 

212" Ya = ss = > es = τὸ = mio 1," 0,2424 

3'ye = rŠ = 3HE- osos 
; = Calculul rigiditátilor absolute la deplasare, corectate 
de douÁ ori ἄν - ιν f^ ax z 1. Pix y): 

Tos = Es = Ksa = Kas = Eaz -23 = SEL 1 = EI 


Tzs = Ea: f 78 = 9025 ELI 0,5 = 0,125 EI, 


Lan Bi 
Ti = Ko, = Ees -ἴ-ρ - Ὥρ-/ῃρ = ELI l = ὅπ. 
Kos = LET = 0,25 EI,x 0,5 = 0,125 EI, 
= Oalculul rigiditátilor lanțurilor corectate de doul orí: 


Eel Kg ο ο, Koat Ea" a r2€2x 2*0,125)ETgB , 125RT 


CER TS πμ ην 
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EYES. Kit SE «Ky (2x242x 2«2,125)RI, 8, 125 EI, 


 Caloulul coeficienţilor de Porporiionalitate a rotipii 
barelor suport ale momentelor de pe lanţuri: 


7 Calculul coeficienţilor fa 7 relația (IIL.34): 

Ξ Pax = = mada E : 
Pay s. E ES = = ο X9 m 79,25 
Kurse d = 79333 x 0,5 = 166 
Portia 

| Wa = = tag" a3 = = 0,2852 ον” = = os1425 
sss. 3Ἡ 
ο... 

= lle LL E 
ILE 0,5 = = 0,1666 _ 
Pe =- tag Fag = = 0,2852 0,5 = = 0,1425 

ο i oa ο a a QUE 

~ Calculul coeficienţilor fu - relația (1.36): 


funte 
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Pentru determinarea acestor coeficienți se MSS D ως de- 
fornatele lanțurilor sub acțiunea unor momente active de lan 
x. = l gi M, = 1 (figelII.76 a,b). z 

Momentele active de lant serepartizeazíla fiecare con de 
bară proporţional ou Vd gi rezultă: 


λα” Jz = + 0,2424. 


Pa = Vaz = + 0, 2424 
4 Ξ y4s7 + 0, 2424 


VAS Ys + ὁ 2424 
7 
ý Anda + 2,0303 


4 
28 - =0,2424 
58 = Væ =02424 


Ama = ja 0242 
ca 3 λές = 02424 


“App = Vra = 00303 errorae, Torre 8 


A. ὦ - 76 
- Calculul coeficienţilor Pass Pas: 


Pentru determinarea acestor coeficienţi se foloseşte. re= 
laţia (111.27) 


fua ο. Ga + Bik’ εχ) fu] 


Δ.” momenţul din lanţul A produs de un moment activ de 
nod Mj» 1 (fig.III,77 a,b): 


Paz -3 (15. P32 ὅ 32) faz ° 735 (9051005 x 0,5)x1= 


3 = 9,762 


a ” momentul din lanţul A, produs de an moment activ 
f ' de nod Ns 1 (METET δρᾶλι 


nie - 
E uu 1 RR | 
Fa Fi (east ΝΕ 7;985(0,285+0, 2850, 5)x1 =0,435 


B ag = Momentul din lanţul A, produs de un moment activ de nod 


Mos 1 (fig.I11,7? o,f) + 


| š Box 
n x r^ (rog) f og» 5,905 X 0,2 X 0,5 = 0,1015 


aa = momentul din lanţul A, produs de un moment activ de 
nod ο 1 (fig.1II.77 g,h): 


fa z FA αρ: toz: t23) fas s dus (0,333+0,333x0,5)x1=0,506 


Ν Aş = momentul din lanţul A, produs de un moment activ de 
- nod Mc 1 (fig.III,72 1,3): | 


Pas = j^ αμ. Egy a Js 37505 (0,233+0,333 x e29xbsesso6 


4 


Ma = momentul din lanţul B produs de un monent activ de nod 
/ B2 3 
το Mgs 1 (figs III,77 kon): 


-. ` x ES > 1 
E Ba " 35 (221+ For? 21) fa 9,385 ες IM c dps m 


as = momentul din lanţul B produs de un moment activ de nod 
Mos. 1 (f1g.I11,77 αρι 


. : 1 C ç 
f» Ps «ρα» 156-156) see asta (o,333+o,323xo,5)x1 =0,506 


pg" momentul din lanţul B, produs de un moment activ de nod 
Mj» 1 (figeIII,77 8,6): E E C 
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- ἀλλο 


= Oaloulul coeficienţilor J^ AB 
Pentru determinarea acestor coeficienți se foloseşte Peli: 


ţia (III.39) gi rezultă: 


Fa = — Y din lanţul A, produs de un moment M, = 1 
(II1,78 a,b): | 


Λα" "uk - 299 - p $O PE 229.5 στο 


fu” = momentul din lanţul B produs de un moment activ de 
„lanţ M. = 1: DIES 


(4) (B) : κε 
fa z "hs 28 D. 928 "^ sss 0 9030320 = 0 ș 0153 
= Qalculul termenilor liberi Οζι , f, š 


Be determină în prealabil momentele de încastrare perfectă 
M ik’ produscde rarcinile exterioare, indicate pe sistemul de 
bază (figelII,75 b): | > 


- Xy- as ἕξ- = 1095 = 300 Ken 
- : Rr 2 
Te sc i 122 Kem 
25 * T ets A - που EG, 3o00 Kga 


Pentru determinarea mementelor active de noduri Jt, se fo- 


1losegte relaţia (III,40): Š 
X, "YK 
Deci: i E V 
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| Κα 2C. = 300 Kgm 
Ma = -Wag +M yy = =300 + 133 = = 167. Xgn 
Ws = =I so = = 3000 Ken : i 
Ἃ = -Myy = = 133 gm | 


= Oaloulul morontelor . active de lanţ XC i produse de sar- 
cinile exterioare, Se foloseşte relaţia (III,41) (fig.III,78 e,d)1 


@ 


8 £ > 
Y Dep/asarfe farului A ` Deformafa per 8. ᾿ 
| pentul A: 
[ρω o) Au] 


€ ” A fra. in - 78 
Zep/osare fontului 8 
Lantal B: 

| ; df. hoa*1x35553 


N 


a RR E [rs E E Oare) fe» 37055 looxje3o5oKga 


"t 


a 
3 
- 
. 

w 
` 


ΙΙ 


NS S ο) S 
μα. in 


Jabela m-3 


M, m 54767 4 M, = = 514 + M, = 688 | Ms = 9908 


Ou valorile momentelor active: 


SS 


t| Sc t iN s| <| N 
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= Be rezolvă iterativ sistemul de ecuaţii, prin operații 


R 


pa xesultă valorile momentelor active (tabelul III.2). 


succesive de transmitere între neonnosonte, folosind ovefioienții 
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. οι M. m 1085; Ms = 4.157 Kgn , 89 determină momen- 


tele din capetele barelor, folosindu-se relaţia (III,42): 


Ma Cem fa or ray Sys a ϐ yu 


Deci: 


u 


Mo = = 09333 x 0,5 x 4.767 + 0,2524 x 4.127 = 220 Kga 


(e) 
21 N. + a X, 


0,223 x 4.767 + 0,2424 x 8.129. = = 580 Kga 
^w. 

M? T sas Μα = xo: Y aa 43 t 

Mos = 

Mos = = 125 Ma +2Cas = p 5 sa H 

Moga 70,222 x 4447674500070,225 x 0,5(-2.608)21860 Kga 

(mc 
DILE 23 κ p. cte Mi 
Mza= “ορ x(-314)-0,323x0,74.767«0,2428x1085 = =372 Kga 


Fog 


0,225 x 4.767 = 0,5 x 0,5(-314) 40, 2424x1085= -128o 
Kga 


a, = -0,5 χ(-218) = 0,285 x 0,5 x 6^8 + 300 = 372 Kgu 


Mas = = ras Ma 7s = Ea P a 5 
Ms = -0,285 x 648 - 300 = 0,5 x 0,5 x(-314) = -Ao4 Kga 


My = ° Fap My * 47 "ἄγῃ. ὅ τα Mo 
= =0,43 x 648 + 133 - 0,8 x o,5 x(-llo)s = 114 Kga 


κ} 
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Mas = “ἕλε M. - roy- T sa EO A 


Mags —e,285 x 648-0,333 x 0,5 x(=2608)+0,2424x1085u 518 Egma : 


Mos = Ka hr M, 7 αλ 
Now : -133 = 0,8 x(-110)- o,45 x 0,5 x 648 = -181 Kga 


(A) (B8 
Xa = = πρὸ My + oa M, «γρ 1p 


M gr -0,2 x(-110)40,0205 x 1082900 9202 X 4.127 = 181 Kga 
1(4) : 


Kg, = = Py Mç mas Pas Ma + Sa κι 
Nos = =0,333 x(—2668)—-es285 x 0,5 x 64840,2424 x 106Ρ-1929 ic 


(6) 
κος = = sç Mç + )' 5ο Ms 


κος = = -0,535 x(-2608) + 0,2424 x 4.127 = 1880 Kgn 


2 = = Esa Ms -Cs = t25: 25 Ma 6 
Moo = 79,225 x(-2608)-5000 = 0,225 x 0,5 x acere =2930 Kga 


«(8) 
Mas * 7 "se 2 ος Ws * J'es Wa 


Eso = 70,225 x 0,5 x(-2608)«0, 242^. x 4137 = 1435 Kga 


Aceste momente se treo pe schema caârului (fig III,79 a) şi 


apoi se trasează diagrama de momente (fige III. o D 


Pentru verificarea diagramei de momente se scria condi iile 


de echilibru ale lanțurilor cinematice prin lucru mecanic virtu- 
al (figsIIIs80 a,b): 


qam), = (12804572) 5- - (1050+518)% - 181 $ . 


= 550,64 = 552,54 % O (eroare 0,5 €) 


| fra. Z - 79 | 


(V) = (580-220) «- - (188041435) + - 181 - + 10004 a 


7 m 11204 = 1125,14 30 (eroare 1,5 5) 


d ΑΦ. 4-60 


ILLA. Rezolvarea concomitentă a treptelor I-a Sia Ti-a 
IMS Le (Metoda yon Haller-Kranl) ES 


1, Consideraţii poete 


Principiul metodei constă în deblocarea alternativi a nodu- 
rilor 54 lanțurilor cinematice şi echilibrarea acestora, după 
numărul οσον de astfel de operaţiuni (dictat de precizia im- 
pusă pentru calcul) rezultínd direot momentele reale din capetele 
barelor. 

Este de fapt o variantă a metodei distribuirii momentelor 
£n care 5ο efectuează două tipuri de echilibrüri: 


| - 121 - 


a; Bohilibrări de noduri - oonstínd din repartiţii şi 
transmiteri ale momentelor neeohilibrate, pe barele aferente fie- 


cărui nod. Aceste operaţiuni se fao după principiile analizate 
anterior, 


` 


b. Eohilibrári de lanţuri cinematice - oonstíind din repar- 
tipii ale momentelor neechilibrate pe barele aferente. 

Momentul neechilibrat al unui lant cinematic produs de sar- 
cinile exterioare se determină cu relaţia generală (III,41): 


[Eth da Kota 2f n 


In cazul cadrelor cu noduri paralel deplasabile, la care 
stîlpii au aceeași înălţime (fig.III.81 a), momentul de dezechi- 


libru al lanţului produs de sarcinile exterioare se poate deter- 
mina cu relaţia: š 


IC, = 8, e ἃ, š (III442) 


unde: S a = forţa de lunecare a etajului ; - 
h, = înălţimea stîlpilor etajului . 
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Forţa de lunecare 8, 8e determină ou relaţia (fig.III.81 b): 


^ . 
N, + 
+ 
sasi. ts, + Pa + ari ide =! (III,44) 
| A Ada | 
unde: a 
E 3 Pj = suma forţelor de pe etajele superioare etajului 
Š Αι 
2t Fiy* Suma forţelor tăietoare în stílpii de la etajul 
^ A produse de forţele exterioare ce acţionează pe 
acest etaj; 


DM z Buna forţelor tăietoare produse de momentele din 
capetele stilpilor etajului A. 


LA lanţului cinomatio coastă în. repartizarea mo= 
mentului |  neechilíbrat la capetele barelor lanţului resposta pro 
porţional cu rigiditátile relative la deplasare » ik > Sau PS 
definiti în metoda momentelor active (aubcape 212,3): Ξ 


(111.45) 


Du. EK m — = (III.A6) 


De obicei se fhoepe e caloulnl cu EOT EOR Sai lea oi- 
nanatio0; pe care momontele noochilibrate sint mai mari, 

Urmează apoi echilibrarea nodurilor, etapă în care se EE 
tueazá oíte o singură echilibrare în fiecare nod şi care conduca 
la dezeochilfbrarea lanțurilor cinematice, Momentul de dezechili- 
al unui lanţ oinematío într-o etapă "n" , se determină ou 


bru 
relatis: 
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(D. X Toi. ο σποτ Fa] (111.47) 


Momentele totale din capetele barelor se obţin prin sumaraa 
algebrică al valorilor rezultate din toate etapele de calcal 
(momente de încastrare perfectă, momente repartizate şi momente ` 
trensmise'din echilibrarea nodurilor, momente repartizate din 
echilibrarea lanțurilor cinematice), 

Metoda este avantajoasă în special pentru structuri cu mul- 
te grade de libertate întrucât se evită rezolvarea sistemului de / 
ecuaţii din varianta calculului în două trepte, 


24. Probleme rezolvate 


le să se traseze diagramele de eforturi pentru structura 
din fig.III.82 &e : | 

- Be determiná numărul gradelor ae libertate (g =2n-b=2x2= 
= 3 = 1) şi se stabileşte sistemul de bază din fig.IlI.82 b, pe 
care se construieşte şi deformata structurii produsă de saroini= 
le exterioare pentru caloulul momentelor de încastrare perfectá, 


(4) 


Fig. ig - 62 


_ Oaloulul momentelor de încastrare perfectă (2C): 


"7 124 = 


2 
NC = = ο!" Piz = 2000 x 2? = 666 Kgn 


~ Calculul rigiditáyilor absolute la încovoiere (K,,): 


na" Ea = Ara A 
Esa = Ko = dnm 


E, " Kas = e. 0,666 mr, 
- Calonlul rigiditágilor relative la încovoiere (5/1): 
Nod2: ` . = 


"n = K+ X " ον σεχ e 


i Eos = Hr. Ls - 0,286 
Eis 2 T πες 
: _ o 8ET. 9,851. 
232" Kia " σνθξῖρο,66ΕΕΙ," I 46681,7 09715 


= Calculul CHUA absolute la πόρων at 3: 
Be construieşte üeformata gi — anuta langului A (fise 


τμ a,b) şi. rezultă: 
ο 
5 PEU SEE em, 


ΑΦ. Z - 83 


= Caloulul coeficienţilor de proporţionalitate a rotirii 


barelor ( fa? 
In deplasaba lanţului A (:1Ε.111.82 2x se impune Jaz 1 
şi rezultă: 


> h z 5 ° š 
doci: Pat Pac tue em 
- Calculul zigiaităţilor ooaootate Gu = = B 4x) 1 


LUE ^R μμ 


EC 


= Calculul rigiditügilor E de douš ori Ge EA 


| f -Ea - Eis Pra - 381, xem, 
x Ezy = = E,5 ° = Ln Fa = 0333 NI, x 09333 = = e ni Hl, 


= Galonlul IEEE dt satin de ROUEN & rotirii 


barei suport a momentului de pe lanţul oinemstio = relaţia 


(111,28): 


= 126 -. 


X. 


2,5, « 2 Kl (381 «0,111 RT.) 
ine lg 2. 9 
fa TEA Miner eee je 


2 E *2 ΣῊΝ (281,*0,525 EI 0,338 


- Caloulul rigiditátilor relative la deplasare Dik = rela- 
yia (III,45): 
; NUS 2 3 E ZEI 
> --ς 5 * 
ut at yp. t LORS s Ir, " eee, ens 


- Calculul momentului activ de lanţ neechilibrat DCs pro ^ 
dus de sarcinile exterioare (fig.III.8A a,b): 


; Ag. U- 4 
1 2 E 
o, = — |Ë“ s; d, a S x πω l| 


Xe, - ara [νοο» z 1 z 1 + Qeeetee) x 1] = nizen £p 


Bohilibrërile succesive ale nodurilor gi lanțurilor cine- 
matice sînt Ssístematizate în tabelul III.4. 

Be începe cu echilibrarea momentului de lanţ ΚΑ. s. 
acesta este col mai mare şi rezultă: 


| 


« 12] = 


TABEL CU ECHILIBRARI. 


7obe/ 4-4 


— Mr A 
6,222 Ele 


Ga = ZE, / ZE = 6222/66695 0938 


125 - | 


E 
M)2 = Mo) = XC, i2 = 5.268 x 0,45 = 1920 Kgn 
Kj, = Mos DJ `) = 45264 x 0,05 = 212 Kga 
Se echilibrează nodurile 2 gi 3 (se face cîte o singură 
operaţie de repartitii şi de transmiteri). 
In acest fel se dezeohilibreazá din nou lanţul oinematic, 
momentul de dezechilibru determinfndu-8e cu relaţia (III,47). 
Deoarece această relaţie este dedusă din condiţia de echi- 
libru scrisă prin Lucru mecanic, trebuie să se schimbe semnele 


nonentelor: „repartizate şi transnise (care sînt momente spre no- 
auri), eot: 


de = E" Ë (M,ə+ Κοι)' Pis Qe M, 2) v za | 


(D Ξ 2:75 |- (447 = 895)1 = (-15-7,5)0,333] = 1425 Egan 


MON moment neechilibrat se repartizeazá la capetele ba- 
relor ob$inindu-se direct momentele de echilibrare spre noduri: 


€ M 2 μοι” uC?) 31, = 1425 x 0,45 = 64o Kgn 
Ky Mayr Mig. = 1405 = 0,03 = 72% Ten 


Be echilibrează din nou nodurile 2, 3 şi apoi se determi- 
-ně momentul de dezechilibru din etapa (2) a lanţului cinematic: 


κ(2} . oda |- (-285-αδο)αι - (Bee 328] = 715 Kea 


84 decit | 
Κρ = Moi = (2, = 715 x 0,45 = Ja taa 
My, = Myg = MO yy = 715 x 0,05 = 36 Tn 


= 129 = 


In mod similar, în 96αρθ]ο următoare de sohilibrare a lan- 
pului oinematio result 


ui? = ἐπε |- (115-232) = (542,5)x0,333| = 368 ἔφα 
Κο = M.) = 268 x 0,45 = 168 Kgn 

My,» Mas = 368 x 0,03 = 18 Kga | 

(9 «odas | -061-122971 = 0,570,522] = 19% zga 
Mp = M.) = 194 x 0,45 = 87 Kga | 

My δις = 194 x 0,05 = lo Kgm 


νί5) E TR [Cs = 62)1 - (oss + 1)xo,225 | = loo Kga 
Κρ - Moy m 109 m 6B EORR 
iy to σσ. 5 Kga 
(9) = z5% [` (16,5 - 33-045 * 025)+00333 | - 52 Kga 
M, = Mo = 52 x 0445 = τας ta 

| Mp, = Mas = 52 x 0,05 = = 3 Ka 


κο» τὸς E Cus - iae = 27 κει 
E M.) = = 27 x 0,45 = 12 Kga. 


TM 


κ z 37030 E (3 - 8,6)x1 | = 14 Kga 


Μιρ = M.) = 14 x 0,453 = 6 Kga 
Ey = Mag = 1⁄2 x 0,05 w lE 
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κ a vs | - (e = 24] = 6,8 Kgn 


Mio = M.) = 6,4 x 0,55 = 3 Kga 


My, = Mas = 6089 x 0,05 = 0,2 Kga 


Ou momentele obţinute, 58 trasează diagrana din fig.III,85, 
Valorile obţinute sint apropiate de 


cele din fig,II1.31 a, de- 
terminate prin varianta rezolvării în două trepte, 


„822000 40, 


Αφ. Π - 85 


4 


2. Să se traseze diagramale de eforturi pentru structura 
„din fig;III,86 as 


- Se determină numărul gradelor de libertate (g = 2n — = 
e2x4-6252) şi se stabileşte sistemul de bază din fig.III, 
86 b, pe care se indică gi deformata produsă de sarcinile exte- 


rioare, necesară determinării momentelor de încastrare perfectă. 


- Caloalal momentelor de încastrare perfectă (C "mL 
| 12 loo x 
Jg» -Haz = Da = eg- = 208 Ken 
K py = PP _ 208 Ken 
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him 


5 “4 


Fig. 3 - 86 E 


= Calculul rigidiţăţilor absolute la încovoiere (E): 


^R(21.) 
CELER 1,6 EI, 
ΔΕ 
Ej *Eyp = Ey "ἕν "ἴοι "ἕο "με tK rcu 0,881, 
- Calculul rigiditápgilor relative la încovoiere (Pr): 
Bed 3 : 


ο, EI, . 95851 
"3 RSs = Oaie 055,9 l,GEI, ". 34281, 0,23 


25,2 EI, 


κ 0,8 EI 
ση ασε, 


1,6 EI 
ECL 
yrs σα te 
Hoà 1i | 
«6 EI 1,681 


K 1 ; 
T12 "Κλ " l,GEI +o HI, " BA. " 


= 132 = 
K 0,8 SI 
Ἐν ER πι κα 
Mod αι 


Yol = 9,666 
(analog oa în nodal 1) 
Fo, = 09334 i 


Hed 4 : 
ἕμο = 0,25 
Fas» 0,50 — (analog ca în nodul 3) 
Fa6 ἃ 9,25 
- Calonlul rigiditáyiler absolute la deplasare @ γι 


Se construiesc deformatele şi SEA lanţului A 41 B 
(figsII1687 2,b,0,0) şi resulță: 


Lu τη «τὸ. LE SEE. 1,2 xr. ^ Qm) 
E = ES ES = E = Sm. - OD (lanţ B) 


.. Calculul ooaficienților de proporpionalitate a rotirii 
barelor ( Pax = figelII,87 b,d) : 


Be impune Λι» x l şi rezultă: 


Pa" A zw ili 


In mod analogi 


fase Pas tt 


Deoarece toţi coeficienții de proportionalitate x sint 
egali, rezultă Š 


deci: Κ΄. É , Š 
ο. Ἔν - Ln -HHE 1 
A A 


= 134:- 


= Calculul rigidititilor relative la deplasare ( > ia 


kangul A t 


X E. ub M 


? 13" y δι" Y φῶ Yao" = Yt ο, Κορ» E. Axl,2EI. 


Zanga] 2 + 


Y 35" Post Jae" Je" PRESE ratie» 0,25. 


œ Pentru determinarea Em ES active neechilibrate din 
lanţul A-şi din lanţal B produse de încărcări , se poate folosi 
relaţia (III.41) sau relaţia (III,42). 

Folosind relaţia (III,41): 


Κρ A 24.0, SU 79 Pu] = Pena > 
- | + 1 x(208 = 208) x l| = 1250 Kga 
| JC £ b: 5) d; Of] = L| 65155 ` 
+ loo x 5x 2,5x 1 «256-208)x1] = 3750 Kga 
sau,folosind relația (111 942) 


HC = JO h, = c° — y 5»250 x 5 = 1250 Kgm 


DC pm Bgehge (500+ 282 + 2985298)x 5 < 5ο x 5 = 3750 Kea 


=- 135 = 


= Be începe calculul ou operaţia de echilibrare a momento 


ler active de lanţuri deoarece acestea sint mai mari (tabelul 
III.5): 


Lang At 

N)s" bis Maa" Myan JC, a 1250 x 0,25 312 Kga 
Lant B: 

> κο. Mags Mg JC y.) 2ο” 3750 x 0,25 = 937 Ken 


- Se echilibrează apoi nodurile (2, ^, 2) 1) efectutndu-se 
&oar cite o operaţie de repartiţii şi transmiteri în fiecare nod, 

= Noile momente de dezechilibra ale lanțurilor A si B se 
detominl cu relația Gray: j 


N 


κα). UA "ορ: = ο ) P él 
Decii | 
Lantul A: Si 
κα) è H- (=156+39-312)x 1- (=117-65-234)x i| =845 Kga 
x» =¢ |[-ε-δι6-αρῶς l=- (-23À-117)x J = 825 Kgn 


Aceste momente se ropartizează proporţional cu rigiditătile 
i relative la deplasare! 


M, je Μηχ” Mau” Muz” (i). ag = 005 x 0,25 = all Kma 
up Κοχ agn M = MGP- ge 825 x 0,23 = 206 Ken 
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- Be încape calculul ou operaţia de echilibrare a momente- 


lor active de lanţuri deoarece acestea sînt mai mari (tabelul 
IIIe5)t 


beni At 
Ma Ey Mags Mao JC.) age 1250 x ονΏδα 213 Ken 
Leni B: | | 
N;s= Moze Mage Maie X g.) sss 3750 x 0,25 = 937 ra 
= Se echilibrează apoi nodurile (5, ^» 2; 1) efectuindu-se 
aoar cîte o operaţie de repartiţii şi transniteri în fiecare nod, 


= Noile momente de dezechilibru ale lanturilor A 51 B se 
detemină cu relația (111.47): : : 


N 


P Es [oigo oem P] 
Deci : - 
Lantul Αι 
κ). H- (156429-12)x 1- (-17-65-230)x 1| -515 Kga 
Lantul B: Ξ- 
xD = 1 |-cneise l= (-234-117)x 1] = 825 Kgn 


Aceste momente 86 repartizeazá proporţional ou rigidità&átile 
relative la deplasare! 


Me Mae Moq" Mao u1). «855 0,25 = 211 Xen 


κο" Mrs“ Mya" Mop " w$D.y ppm 825 x 0,23 = 206 Eea 


YEA 


— F ]ο25] 
Ee pese] p 


ΕΕ ΙΡ 
Ae |-625|-512 |- 3/2 


NN 


4 
2 
1 
2 


| Me 


να | 


S 


SS Naal 


— + N MI 
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Se continuă aceste eohilibpñrni succesive ale nodurilor g4 
lanțurilor, pînă la procisianecosarăPentya eohilibrñrnile urná- 
toare de lanţuri oinematioe rezulti 


` 


κ{3) . ¿| «t8 = a5) x 1 = C48-67-96)x 1| = 30% Xen 
X». | -(-21-10)x 1-( -96-48)x 1| = 175 Kga 
νο ἅμα ἕο s NIS ο ο ο 

N;s = Mo, = Mig = Mo, = 175 x 0,25 = ^^ Kga 


κ) - 1 -(-15-17-Bo)xl = (-25,5-9)x D| = %5 kgm 


x? a ἐ[- (-ρο-15α1- (-9-50x 1] = 55,5 472 
Mj. Mas Mags Moss 9495 x 0,25 = 25,6 Kem : 
ο Moos Moos Mg = 58,5 x 0925 = 14,6 Kem 

κ» ἐ- (02-50 1 = Cose, 1] = 30,8 τει 


x - k [- cesix 1 = coo 02] - 1l Kea 


- a 5 κο" Ma," 30,8 z 0,25 = 7,7 Kga 
Mgs κ.” M, g= Moi 17,1 x 0,25 = 4,3 Kga : 


Bumínd algebrio toate momentele din fiecare capăt de dară 
(momente de încastrare perfeotá, momente repartisate şi trans- 
mise din echilibrarea nodurilor, momente reparţisate din echi- 
14brarea lanțurilor cinematice), se obţin momentele finale ou 
oare se Grascazü diagrama din figélII,88; 


Dacă se verifică diagrama de momente scriinân=se condiţiile 
de echilibra ale etajelor prin lucra mecanic virtual (figzIII, 
899 a,b), se obţine: : 
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(IY), = loo x 5 x 1 x 2,5 = (206+458)x 1 - (348 + 211) x 1 = 
= 1250 = 12183 0 
(IMV), = 500 x 1 x 2,5 + 500 x 1,5 = (633 = 1230) - 
= (1031 + 857) = 3750 = 376130 
3, Cadrul de la problema anterioară se rezolvă prin metoda 


deplasărilor = varianta caloululai în două trepte, considerínd 
intensitatea sarcinii uniform distribuite de loscKg/m (fig.III. 


90 4). 
= /220 (me. 
AE @ 


- In figura III,9o0 b se presintš sistemul de bazá şi 
deformata causată de saroinile exterioare, pentru determinarea 
momentelor de încastrare perfecti οι 


2 

Muy = > ME uU 
Y 2 

Dg, = ο... 


ç 
Ν 


I-a e - καστ. 


obels 2-6 


= 140 = 
Z- <, 


72 


bel ου οὐ δρ Οἱ 
LT 


or 


JÈ 
5] 


ΠΠ 
ἡ ή 
S sI 


' 
E) 
: 
Hi 
Εξ (E 


Rigidiţăţile absolute și relative la încovoiere sint aoo 
Be echilibrează momentele de £ncoastrare perfectă (tabelul 


leaşi ca în problema 2, 


III,6), obyinindu-ce momentele din treapta 


91) 
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- Be dË efte ο deplasare corespunzător fiecărui grad de 
libertate, construindu-se deformatele (fig4III,92 a,b). 


(a) (5 = 
Zeformofe I-a s 2eformara Z-a, 


Hg. —g2 


- Considerínd produsul KIA = 4180, se deterniná momentele 
de încastrare perfectă provenite din deplasüri, 
Deformat pee 


` 


= < x Z< sx. Dix dd 
IC ae 2C z1" Kam Maa» 5224 PIQUE it Kga 


Deformata Il-a 


— = = πρ. m, 6rhl 
M y ge C aya Moys C yam = eA == =a = «loco Kga 


OK ye" Wonn M s= JY on Sa = 8 = looo Kga 


Pe schema cadrului (fig.III,95 a) se echilibrează nomente- 
| le din deformata, I-a, obţinîindu-se momentele κ) (fig.III.93b),. 
Similar (figeIII.9% a) se echilibrează momentele din de- 
formata Il-a, obţinindu-se momentele κ) (figellI,94 b), 


= 142 - | 


= Deoarece structura are două grade de libertate, siste= 


mul de ecuaţii de echilibru static sorise prin forţa de devia- 


vie are format ` 


| ο 
ος κος ἔριν δα 


ο: 


+ Dap Xa + D = 


Da Σι 


767. 


494- 


S697. 446 - 


986 


Pentru oaloulul forțelor de deviaţie se foloseşte relaţia 


ounoscutăi 


x 
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undet ER 
Mg Kej - sînt momentele de pe stilpii etajului supezi- 
oz nivelului 1; 3 


XL X. = sînt momentele de po stílpii etajului inferi- 
or nivelului 1. 


In acest fel se obţine: 


Dis 0 o (She a 2 = = 558 Kg 
Dios 0 (23292 7.922), 2 = 664 Kg 
Daya (299; La 2 «(τς 177). 2 « 664 χε 
e o e Ὁ 
Di =o = ( 21222; 225 - CV = = το. 
D? ο ( z1222,* 2X = - + 2022 - 
Š = + c 12299,1236) , queas, cass + 2825, 
o (248). 190922 x 2 = 5.157 Kg 
- 8e rezolvă οι de ecuații: 
= 558 X} + 66% I, +2359 = 0 
= 664 I} = 1448 X, + 5157 = 0 
5 se ος 
dA = 18,49) X, = 12,01 
Momentele din capetele de bară se determină ou relaţia: 


(49 


May = Mp + X) Mix S καν 


caloulul lor fiind sintetizat în tabelul III.7. 
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Tabelul ü-7 


In diagrama din figelll.95 Se vede că momentele obţinute 
Sint de circa lo ori mai mari decât cele din fig, c 88, deci 
precisia calculului este suficient dó ο 
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IV ODEI OOMBIN METODEI MIXT 


Unele structuri static nedeterninate prezintă anumite par- 
ticularitáti de alcătuire sau de încărcare, care permit o rezol= 
vare mai simplă dacă se folosesc concomitent atât avantajele mo~. 
todei forţelor cât şi cele ale metodei deplasărilor, ceea ce se 
concretizează $n utilizarea metodei combinate sau a metodei mixte 
(Gvozdeev). Ξ 


IV.l. Metoda combinată | 


le Consideraţii teoretice ` ` 


In cazul unor structuri simetrice din punct de vedere geo- ` 
` metric; elastic $i mecanic şi încărcate simetric, apelînă la re- 

. zolvarea pe Semistructuri (fig.IV.l a,b), se constată că semi- 
structurile respective au în general un grad de nedeterminare 
cinematic = elastic mai mic decît gradul de determinare stati- 
că, deci se rezolvă mai simplu prin metoda deplasărilor. In schimb 
dacă aceleași ai sînt încărcate antisimetrice, rezolvabsa 
gemistructurilor (fig.IV.l c,d) este mai avantajoasă prin metoda 
fortelor; întrucît au în general un grad de nedeterninare stati- 
că mai mio decît gradul de nedeterninare cinsnaţic = elastică. 


In acest fel, în oazul structurilor simetrice încărcate cu 


sarcini oarecari, se pot descompune acestea în încărcări sime- 
trice gi antisimetrice, folosind pentru prima ipotezá metoda 


πια 


A is o 
@ @ š 
(a) . 
σσ έν 
P 
(6). 
PELE y 
24 
(c). 
goce. 
Ru 
; Ja 2 (ο). 
p = 


£.i-f 


Observaţii 


a) Pentru aplicarea metodei deplasărilor pe semistructura 
din fig/IV,l a, este necesară determinarea rigiditütii absolute 
la încovoiere (Κ.κ) pentru o bară $noastratá la un capăt si cu 
încastrare glisantă la celălalt capăt. 

Această rigiditate so determină ou relaţia: 


Kye = AE m p PBE n μα. πμ. µ- (v4) 
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i b) Momentul de încastrare perfectă pe bara i-k este ace- 
aşi ou momentul de încastrare perfectă produs de Sarcinile ex- 


terioare pe basa 4-11 » adică 
Ie Ps: AT (IV;2) 


c) In operaţiile de echilibrare a nodului i, pe bara i-x, 
momentele se repartizeazá (proportional cu rigiditatea relativi 


la încovoiere, rik 25 fără a se mai transmite momente din nodul 
i spre nodul k, 


2, Probleme rezolvate 


req Să se traseze diagramele de eforturi, pontra structurà 
din fig.IV.2. 
Structura este simetrică, 
Ts îndeplinind condițiile de si- 
; metrie CUTE (din punct 
de vedere al dimensiunilor), Bi- 


m 


morse elastică (din punct de 
|vedere al  rigiditátilor BI 2 
si simetrie mecanică (din punct 
de vedere al legáturilor), 

| Incărcarea exterioară, 


Ag. P -2 

c ne se descompune într-o încărcare 
simetrică (fig.IV.5 a) şi o încărcare antisinetricá (fig. IV.3 b). 

Semistrumturile de calcul corespunzătoare acestor încăr= 
oări sint prezentate în figeIV.3 c, IVe3 d. 

Pentru alegerea metodei de calcul adecvată fiecărei semi- 
struoturi, se determină numărul de necunoscute corespunzător Σο- 
zolvării atît prin metoda forţelor cit şi prin metoda deplasá- 
rilor gi se adoptă metoda de calcul cu numărul mai mic de necu- 


noBoute. 
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b) Momentul de încastrare perfectă pe bara 4-κ este ace- 
cu momentul de $ncastrare perfectă produs de sarcinile ex- 
terioare pe bama 4-11 adică: 


lagi 


JC x = Do ge (11.2) 
€) In operaţiile de echilibrare a nodului i, pe bara i-k, 


momentele se repartizeazá (proporţional cu rigiditatea relativi 


la încovoiere, rik ) 7 fără a se mai transmite momente din nodul 
i spre nodul k, 


2, Probleme rezolvate 


: 1. Să se traseze diagramele de eforturi, pentru structură 
din fig.IV.2, | 


4 N 


Structura este simetrică, 
îndeplinind condițiile de si- 
metrie mnc (din punct 
„de vedere al dimensiunilor), si= 


metrio elastică (din punct de 
1 


petere al  rigiditátilor BI ) 
si Simetrie mecanică (din punct 
de vedere al legăturilor). 


Incárcarea exterioară, 


- 


Be descompune într-o încărcare 
simetrică (fig.IV.3 a) 51 o încărcare antisinetricá (figeIV.3 b). 
Semistrusturile de calcul corespunzătoare acestor încăr= 
cări sînt prezentate în figeIV.3 c, IVe3 de 
Pentru alegerea metodei de calcul adecvatá fiecărei seni- 
structuri, se determină numărul de necunoscute corespunsător re- 
zolvării atît prin metoda forţelor cât şi prin metoda deplasă- 
rilor gi se adoptă metoda de calcul cu numărul mai mic de necu- 


noscutee 


Fig. H-3. 


a) Semistructura corespunzătoare încărcării simetrice 
(fig.IV.3 c), 


“In metoda deplasărilor 
pe există două grade de no- 
x determinare cinematic= . 
gu elastică (rotirile nodu= 
"5 „rilor a2. = fig«IV.42), 
iar în metoda forjelor 


Z ο NEM sînt 4 grade de nedeter- 

'e7 bof οσο Metroda Tărrefor 

2 da πας á 2-6 ja minare statică (efortu- 
ό (a). (6) rile Xe. X>, Xs, Xa, figs 


Fig. i - ^. IV.4 b). 
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Eu c £g etes 


a) Semistructüra corespunzătoare încărcării simetrice 


(fig.IV.2 ο)» 


“In metoda deplasărilor 
ye există două grade de ne- 
x determinare cinezatic- . 
pe elastică (rotirile nodu- 

x „rilor 22 = figeIV.88), 
iar în metoda forțelor 


sînt 4 grade de nedeter- 

Metoda οερ/οσό// Herodo fortelor 
22 224 

(a), (6) rile xj, Xor Xs, X4» fis. 


Fg. 8-4. IV.^ b). 


minare statică (efortu- 


=, 150 = 


Deoi, se adoptă metoda deplasărilor, 


A, 


b) &ructura corespunzătoare $noüroür ant Bimotrioce 
. C£AgsIV.3 d). s 

In metoda  deplasz- 

rilor sînt patru grade de 


δν r 
ex x nedeterminare cinema*5io- 
š / 1 
š, 2 elastică (rotirile noduri- 
A X; lor z), Z, gi deplasările 
Ç "celor două nivele 22; 245 
fig./IV.5 a), iar în metoda 


Noob so Metodo - fortelor 


= 4 n-a forțelor sînt douá necu- g 
(α) Ec (5). noscute (xj, xj, fíg.IV, 
Εφ. -8 „5 Ὁ). 
x Š In consecință pentru 


rezolvarea acestei Semistructuri se foloseşte metoda forţelor, 
a) Rezolvarea senistructurii corespunzátoafe încărcării 
simetrice (fig.IV.3 c) prin metoda deplasărilor, = 
In fig.IV.6 se stabileşte sistemul de bază, 
Ξ - Calculul momentelor de in- 


castrare Ῥοξζοουᾶν = relaţia Gm 


; 
' = Pb, BL = loooxu? =13 3 ] 
an κ. ^ 2 hn 5 1 ADS 


- Caloulul rigiditütilor š ED 


3bgolute la íncovoieret 


Ἅμα... 


Kog = y A ΤΕ = 0,5 HI, = relaţia (IV. `` | . Ë 


B(2 1) 
Κα = p n pt = BI, 


ARI 
Kas 5 sa = πρ = ουδ W, 


= Caloulul rigiditštilor relative (rik): 
Nod 2 


— 


Eoi" σοι = EI, E ` BEI, 
Roasts " ETj*0,& NI 40,982 ET. ^ 2,992 BI, "ο 


K, 0,5 EI 
Jos = m32 ETT = σ»ποπῖ- = 0,171 


E 


0,942 RI 
ο S š 
25 . 2,342 EI x 3 0,402 
Nod 2 = Ξ 
K. ` 0,942 RI . 0,942 ΕΙ 
r 3 δες 3 ο Ξ , o z 
απο o ET SISTA = σσ. 


: / 
K ; EI 
i ο e 
TA = IQ ID FIT Τα = 95515 


— Pe schema cadrului (fig.IV.? a) se efectuează echilibrá- 
rile nodurilor, obtintndu=se momentele finale 1511 cata în fig. 
17.7 b. P ολο» ; : 

= Se trasează diagrama de momente pe întreaga structură 
(£igs1V.8), ştiind οὔ la încărcări simetrica diagrama de momente 
ente simetrică, : f 

Pentru determinarea momentului din încastrarea glisantá 
(1388,9 kgm) Be consideră întreaga riglá superioară ο o grindă 
simplu rezematá încărcată ou momentele din capete $i ou sarcina 
uniform distribuită aferentă, gi se determină momentul la mij- 


' 1090» 
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Ap 5-6 
PA ae momente corespunzătoare 
ὀροδγοδοῦ simetrice . (pm) 


b) Rezolvarea semistructarii corespunzătoare încărcării 
antisimetrice (fig.IV.5 d) prin metoda forţelor, 
— In fig.1V.9 a este indicat sistemul de bază, iar în fig. 


11.9 b,c,d diagramele de momente LT Ib, Be 
— Sistemul de ecuații de echilibru elastic are forma: 


LO ο 


- Se calculează coeficienţii şi termenii liberi din siste- 


mal de eue 
coa NER 
Sue dia fA saa X 4 x ix4z3.189 


A 


- Se calculează coeficienţii şi termenii liberi din siste- 
πα] de ecuaţii: 


E 2r2 424 
di zar = S 32 x $ z 2 x gr Aper. 


+215% +5x2x2). IAJE . DA 
^ ^ K 
US E RETETE 


= 154 = | 


2 
ου MNT E 1 + Dă pai . 120,92 
: ZEI, | o ο 
P sat ' 
1 l 1 
4 = en av ni x 2000 x 2 x £ x 2 x + 
P yj dish $ x 2 x pir 
+ ÉREN-2 x 5 x 8o00 = 2 x 2 x 2000 - 5 x 2000 = 2 x 8000) - 


= (8000 + 16,000) $ x 5 x „l = = 221,560 
z RIS 221259 


o 
Aap -Σ Έτ» E. QU πες 5x d =- 2gpene 


= Inlocuind coeficienţii şi termenii liberi în sistemul 
de ecuaţii se determină: 


= X) = 1667,77 kg ; — X, = 606 kg 


` = Se trasează diagrama de pomente pe întreaga stractură 
(fig.IV.10), ştiind că dacă încărcarea este antisimetricá,diagrama 
de momente este de asemenea antisimetrică, 


Programa de momente corespunzăfoare 
dncareari onfiumerrice (gon) 
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= Diagrama de momente totală (fig,IV,11) pentru structura 
din fig.IV.2 , se obţine prin suprapunerea diagramelor corespun- 
zütboare încărcărilor simetrice şi antisimetrice (fig,IV,8 şi fig. 
IValo). . 


^g. IN - 71 


= Se verifică diagrama de momente totală prin procedeul 
lucrului mecanic virtual (fig.IV.12): 


(LMV) = 4000 A = (4703,45 + 3513,85) ἃ -(4558,8545224,25)8 = . 


z 4000 A ~ 4000 A = 0 
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IV.2. Metoda mixtă ΄ 


le Consideraţii teoretice 


ο. 


Această metodă constă în utilizarea concomitentá pentru 
rezolvarea unor structuri cu anumite particularităţi do alcáítui- 
re,a metodei forţelor și metodei deplasărilor, Ἢ 

Sistemul de bază în metoda mixtă se obţine prin suprimarea 
unor legături ale structurii — corespunzător metodei forţelor = 
δὲ prin introducerea unor legături suplimentare necesare blocá- 
rii unor noduri şi ímpiedecárii unor deplasări = " corespunzător 
metodei deplasürilor, : 

Rezultă aşadar că în metoda mixtă necunoscutele sînt for- 
vele din legăturile suprimate Qu) şi deplasările corespunzítos- 
re legáturilor suplimentare introduse (21). 

Márimile acestor necunoscute se determină scriind ecuaţii 
às echilibra elastic ( A x;= 0) care exprimă conàiyiile ca de= 
formata sistemului de bază să coincidá cu deformata sistemalni 
real şi ecuaţii de echilibra static (Zu - = 0 9 ZT = 0) care 
exprimă condiţiile ca forţele din legăturile suplimentare intro= 
duse pentru blocarea nodurilor si deplasărilor să fie nule. 

Coeficienții necanoscutelor şi termenii liberi Qin sists- 
mul de ecuaţii au fie semnificația de deplasări elastice «d, A) 
fie semnificaţia. de eforturi (5,8), produse de acţiuni (àepla- 
sări) unitare , Astfel, pentru structura din figsIV.13 a, siste- 
mul de bazá corespunzător metodei mixte este cel prezentat în 
fige1Ve13 be: 

Există deci patra necunosoute şi anume: două necunoscute 
forte (X X2) şi doónÁ neounoscute deplasüri (23 Pie rotirile | 
nodurilor blocate)e N 


PU μυ. 
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(a) 


(b) 


Se constatá astfel cá în metoda mixtă există în acest caz 

SS un număr mai mic de necunoscute (4) în comparaţie cu metoda for- 
telor = 7 necunoscute (fig.IV.lA a) sau metoda deplasărilor — de 
asemenea 7 necunoscute (figsIV.là b), deci se obţine ο rezolvare 


mai simplă. 
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Sistemul de ecuaţii are forma: 

Ay = d x dz: Jis sy + d, Zy + Ay = 0 
A, = da x, + daz x, day ss + d, x + Asp = 0 

(IV.&) 


ΣΝ = Fag X) + Eno Xo + Yay 23 t fua wa + Rap = O 


unde coeficienţii si termenii liberi au următoarele semnificaţii: 


12” deplasarea după directia necunosoutei x, produsá de o 
: forţă xə= le 


1 deplasarea după direcţia necanosoutiei Xi produsă de o 
^ potire A, = le 


j 
6 


* 
Ay = = deplasarea după direcţia necunoscutei x, produsă de — 
sarcinile exterioare, 


F4! = forţa de fixare (momentul) din nodul 4, pu de 


` 


forţa x) = 1» 


αὶ r43 = forţa de fixare (momentul) din nodul 4, produs de o 
rotire xx; = 1. 


Bap = forța de fixare (momental) din nodul 4, produs de 
` sarcinile exterioare. a 


După determinarea coeficienţilor şi termenilor liberi şi re- 
zolvarea sistemului de ecuaţii,se obţin necunoscutele din metoda 
mixtá, adică forţele din legăturile suprimate şi deplasările elas- 
tice din legăturile suplimentare introduse (rotirile nodurilor şi 
deplasările nivelelor). | | 


Momentele din capetele barelor se detexuiuk apoi cu relaţia: 


My = XP x, C) gu + sc... S EK 24 + E Jy Zy (1V.5) 
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A : 2, Probleme rezolvate 

xn i 

* x Să se traseze diagramele de eforturi pentru structura din 
Tr OE T : 


Deoarece structura este simetrică iar încărcarea an&isime- 
trioü, se foloseşte procedeul senistruoturilor, semistructura 
fiind în acest caz cea din figeIV.15 b. 


` | p= πα Y A 


27 


EB 
ESN Š 
- a ` ἊΣ 
- = ` < .. 
A 
` < 
ἜΝ 
Ἂν. 
ε΄ 
"o fra. δ- 5 


- Pentru rezolvarea semistruoturii prin metoda mixtă, se 


P. “A alege sistemul de bază d.n fig.IV.15 o, ou două necunoscute 


2 j (χι, 25)» 


re 
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Obsg t Dacă structura din fig.IV.15 b s-ar rezolva prin 


metoda forţelor ar exista trei necunoscute, iar prin metoda de= 


Plasürilor ar exista trei grade de nedeterminare oinematio-elas- 
„tică (două rotiri de noduri şi o deplasare a nivelului superior) . 
deci ! tot trei necunoscute. | 


= Sistemul de ecuaţii în metoda mixtă are forma: 


“επ dux + dion + ay eo 


Ptima ecuaţie reprezintă condiția de compatibilitate a 
sistemului de bază cu sistemul real, şi anume că deplasarea 
după direcţia necunoscutei X, trebuie să fie nulă, iar a doua 
ecuaţie reprezintă condiția de echilibru a nodului blocat,adicá 


momentul din legătura suplimentară introdusă. pentru blocarea no- 
dului să fie nule : 
= Calculul coeficienţilor şi termenilor liberi: 


ος `= deplasarea după direcţia necunoscutei x, produsă de 
z 0 forță xj» 1 (figsIVi16 a): 


du ze. kiiber ede + H = em 


d 12 = deplasarea dupá direcţia necunoscutei xy produsă de e 
rotire Z= 1 (fig.IV.16 b): 


de gm 19 =-5x l= -5 (deplasare ; ou caracter cinemas 
tic -este în geng invers necunosoutei xj, deci se ia cu semnul 


minusse : I S 
Δι. = deplagarea după direcția necunosoutei xy produsă de | 
p. forțele exterioare (fig.IV.16 o): E" 
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-——— 


xe τε momentul din nodul 2 produs de forţa zi 1, 
"(Be ia momentul reactiv din nod = fig.IV.16 d): 
MENS 


. 


Foo = momentul din nodul 2 produs de o rotire 3051 
i (se ia momentul reacțiune = fig.IV.16 e): 


MES E(2I 
t22 = Kos + Eg, = SEL + 2520 = asr 


Rap = momentul din nodul 2, produs de sarcinile exterioare 
(se ia momentul reacțiune = figsIV.16 f): 


ς Rop = -ὂ 
Sistemul de ecuaţii devinet 
5x + 251 Te a 


Se observă cá , coeficienţii secundari de tipuri diferite 
[4 d> Pi) sînt egali şi de sem contrar, pe baza recâprocită= 
$11 dintre o deplasare gi o reacțiune 


Bezolvínd sistemul de ecuaţii se obţine: Y 
x; = 0,56 £ 


PE. rad. 


— Ou relația (1V.5) Be determină momentele din capetele 


barelori , a 


= 162:- 


A 


4m. 


-ξ-- 


4— Em |, Xm | 
| | (e) 
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M 
š 


i 


= 5 x) = 5.0,56 = 2,8 Zm 


-8 + 5,0,56 = -5,2 de 
4BI 


Mors = Eos în = — x ȘI = 2,6 f 
Mo = Kos fos 32 = SEL x 0,5 x Š = 1,3 Ze 


May = Koy 25 = FED , RP = 2,6 Ze 


IVel?e 


Aa. Ip. 


Cu aceste valori se trasează diagrama de momente din fig. 
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Ve CALCULUL ARCELOR STATIC NEDETERMINATE 


M——A—ALVR DiATlU NEDETERMINATE 


le Consideraţii teoretice, 
l.l. Generalitáti, 


Arcele sînt structuri cu axă curbă, încărcate cu sarcini 
cuprinse în planul lor şi caracterizate prin prezenţa unor com- 
ponente orizontale ale acţiunilor ( împingeri) chiar dacă în- 
cărcările — verticale. Arcele sint Structuri rationale da- 
toritá distribuţiei avantajoase a eforturilor în lungul axei şi 

apariţieiunor momente de valori reduse în comparaţie cu structu- 
rile drepte de aceeaşi deschidere, 

Tipurile de arce static ' nedeterminate utilizate în con- 


Struciii sînt cele din fig. V.l(arcul incastrat, arcul dublu ar- 
ticulat it arcul cu tirant). 


© 
εἰς. Vele 


Deplasările elastice la barele cu axă curbă. 
Consíderínd un element de lungime ds detaşat dintr-o bară 


u axă curbă, deformațiile acestui element sînt următoarele: 
ο 


a) Deformayii produse de forţa axialá (fig V.2). 


Fig. y 
Y - deformația axială: 
ieme  Ὅ (V.1) 
. BA Ç 


-- deformația unghiulară: 


Aa p GN) = dp. Bas ος 65 


Ὁ) Deformatii produse de momentul 1ncovoietor(fig.V.2) 


- deformatia παρα! di ατᾶξ 
auo 


Aà gk = HAS 
TA GEI 
: (relatia este lvalabilá pentru bare cu rază mare de curbură = 


Ζ cazul arcelor utilizate în construcţii ); 
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x "üeformetis axiaslK; 


Aas) = E. ; ds : ; (T.a) 


Tinînă (cont de deformajiile Buplimentare (v.2) si (V.2) 
„Specifice barelor cu axă curbă; =  unei Seplacixl elasti- 
ce punctuale are ES - 


Ai crm Ni de + (nest NE TER ay zwi TM 
| («5 


iar expresiile deplasărilor produse de DAT unitare sint: 
e. am, E — -— m T. K: M Me Nja é 
4-2 [ss Nj ds «Σιν Mj as zi ds NL eds zfess = 


¿z [E Ze zi μι” ds "ză — ds «az [scs Νε; Νε R^ (v7) 


|. -deformatia axială: | 


Sasu) = E. - às | EU 


- 


- 


Tinînă [cont de deformajiile suplimentare (V.2) şi (V.4) 


,Bpecifice barelor cu axă curbă; να „unei dep Iasări elasti- 
ce punctuale are forma: 


Ad N p. «2 (neni ejes È ds DL "m 


| τς 
iar expresiile deplasărilor produse de acțiuni unitare sînt: 


- STE τιτ τρ MN) A ds (v: é 
Áj-2 [as c [Fs ds 4Z eR ds «Σι ΠῚ a asz ERT ds (ν6) 


e στ.” F2 
daz (Eae ez Jr +2 {κ E ss «az (Rc Mc f (v. 7) 
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Arceie uublu încastrate se realizează de obicei cu Bectjlu- 
ne variabilă (fig, V.4). Legea de variaţie a momentului de iner- 
vie Ll. are obişnuit forma: 


k 2 
Io = 1 = (1 = n) Gë (V.8) 


I, cosy. - 


| Ace 


In relaţia (Y.8): 
: J xi Io = 
r Ez ` : - (Y.9) 
a 10998 Ῥο 


k are valori cuprinse între 1 şi 2; 
Ie = momentul de inerție al secţiunii de la cheie; 
1ο = momentul de inerție al secțiunii de la naşteri. 


Pentru arcele utilizate în construcţii (arce cu rază mare 
de curbură), se poate admite n = 1 şi k = 1 gi în aceste condi- 
Vii rezultă i yes : A κο S 


"m 168 RAT 


7 legea de variaţie a momentului de inerție: 


I 
I. e M. (Y.10) 
x 


= legea de variație a ariei secțiunii: 


e e | x RATE a) 


Sau, ou aproximație: 


a 


LIES _ IW š š = z 
A : cosi. (qua, b) 


1.2. Calculul arcului dublu încastrate 


N 


„Pentru simplificarea rezolvării arcului dublu încastrat, 


se utilizeazü procedeul mutării necunoscutelor în centrul elas- 
tio (fig.V.5,b). : ea = 
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Coordonatele centrului elastic se determină astfel: 


d 
ἃ = τς (Y.12) 
- 6-» 
Pentru arcele ou o axă de simetrie , d = 0. 
[= Zoo [ea las 
E ART A 


Pentru arcele pleogtite , termenul al doilea de la numără- . 
torul relaţiei (7.12) se poate neglija şi deci coordonata ο 89 
determină cu relaţia: 


(V.14) 


Sau, împărțind arrul în boltari şi utilizînd sarcinile 
elastice care se vor aplica în centrele de greutate ale bolyari- 
lor (fig.V.5.0): =° 


Wy ΄ 
ο Ξ 293» d (Y.15) 


sarcinile elastice fiind determinate astfel: 


As 


VE ză 7.26) 


unde: 
As, = = lunginea bolgarului i; 


I, = > nonontul de inerție mediu al bolţarului Πο 


In aceste rene necunosoutele Xy» Χου Ij se determină 


cu relațiile: 


A | 
rou 1 A A 
Tue ç; X... ^ e ας 
3 11 = d22! ας d 22 (7.17) 


Deplasările Αιρ şi δει din expresiile necunoscutelor 


se calculează cu relaţiile (V.5) şi respectiv (V.7), 

Termenii care intră în aceste relaţii au influenţe diferi- 
te ca pondere, în funcţie de caracteristicile arcelor calculate, 
Notână cu L deschiderea arcului, cu f săgeata şi cu ho înălţimea 
secţiunii arcului la cheie, arcele se pot clasifica astfel: 

-- arce pleoştite 8 fi ; 


— arce cu săgeată mare; f 54 


= : t 
arce subțiri: h. < X 


L o 
- arce groase: τς > Ἐς > x= 
- In raport cu aceste categorii de arce, sînt de notat urmá-. 
toarele, în legătură cu influența diverşilor termeni din expresi- 
île Aip şi d, : 
a) > cuui sessssto Ieri Ay T 


- influenta forţei táietoare şi a curburii: Re SE 


in 


-care conțin raza de curbură p) se poate neglija în toate cazu- 


rile; 
_ influența forţei axiale nu'se poate neglija la arcele 
pleoştite . şi groase şi în general la arcele la care axa este apro- 
piată de funicularul încărcării; 
- 14 arcele utilizate în construcții civile 51 industri- 


ale, se poate neglija influența forței axiale la calculul lui 
, 
A: 


b) Calc ul coe 


cien d: 


ii 


influenţa curburii Be poate neglija în toate cazurile; 
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X, = - "S x, == σοι x = = 22 (V.17) 

Deplasárile A; Şi δει din expresiile necunoscutolor 
se calculează cu relaţiile (V.5) si respectiv (V.7). 

Termenii care intră în aceste relații au influențe diferi- 
te ca pondere, ín funcţie de caracteristicile arcelor calculate, 
Notînd cu Ü deschiderea arcului, cu f săgeata şi cu h. înălţimea 
secțiunii arcului la cheie, arcele se pot clasifica astfel: 

- arce pleoştite ST <$ ; 


— arce cu săgeată mare: e> {5 


= arce subţiri: h. < x $ 


= arce groase: t > ἃς > £ 
In raport cu aceste categorii de arce, Sînt de notat urmă- 
toarele, în legătură cu influenţa divergilor termeni din expresi- 
ile Aip şi d i 


a) Calculul termenilor liberi A, t: 


= influenţa forței táietoare şi a curburii : (termenii 
-care conţin raza de curbură f? se poate neglija în toate oazu- 
rile; ; 

- influenţa forţei axiale nu' se poate neglija la arcele 
pleogtite gi groase şi în general la arcele la care axa este apro- 
piată de funicularul încărcării: 

— 14 arcele utilizate în construcții civile şi industri- 


ale, se poate neglija influența forţei axiale la calculul lui 
, 


Azp aso. 
b) calculul coeficientilor Sys : 


poate neglija în toate cazurile; 


_ influența curburii Be 


| = 111 - 


- în toate cazurile în expresia lui δ,» se tine cont numai 
de influența momentului $ncovoietor; 

= la arocele pleostite şi groase, la calculul coeficientului 
d 11 59 va ţine cont de influenţa momentului încovoietor şi a 


forţei axiale, iar la caloulul lui da» numai de influenţa momen- 
tului $ncovoietor; 


- 


- la arcele pleostite şi subțiri, atît la calculul lui C; 
cit şi a lui d, ge va kino; cont numai de influenţa κα, 
$ncovoietor; ; ; ξ 

- la arcele cu săgeată mare şi groase, la calculul coeficien- 
tului d 11 89 va ține cont de influenţa momentului încovoietor, 
a forţei axiale si a forţei tüietoare, iar la calculul lui d 
se va tine cont de 1nfiuența momentului încovoietor şi a forței 
váietoare; 

= la arcele cu săgeată mare şi subţiri se va tine cont de 
influenta momentului ο ανα. atît la calculul lui d, 11. cît 
şi la calculul lui dose 


Alegerea sistemului de bază. 


La calculul arcelor; ea Atel ag bază-care se pot alege ` 
siut de douk tipuri: sisteme de bază fără $mpingeri (fig. V.6. a, 
b) sau ca impingeri es Ves: ο). - 
RM δα 


e. 
Fig.V.6. 
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Stiină οὔ în metode, forţelor este posibil să se lucreze 


pe sisteme diferite de bază, se va folosi pentru determinarea co- 
efioientilor [sistemul de bază cu neounosoutele  mutate “n cen- 


pentru 
trul elastio , iar Ca ARĂ termenilor liberi A, sistemul de 


bază Be va alege în functio de anumite considerente care se des- 
criu mai departe, 


a) Sisteme de bază fără impingeri, 


Se utilizează atunci cînd axa arcului este îndepărtată 


de curba de presiune, deci cînd momentele încovoietoare au va- 


. lori mari, ` 


In acest caz, valorile necunoscutelor Xj, χον Iz 8e calcu- 
leazá cu expresiile: 


(V.18 - a) 


x. σ ὃς 
τονε ET 
s| = às 


M reprezintă momente produse de încărcările exterioare, 


Dacă se lucrează cu încărcării elastice determinate cu relaţia 
(Y.16): 


(7518.5) 


(T.19) 


X, e 2] as ace Z My Y, (7.20) 


b) Sistem de bază cu ímpingeríi. Y 


Se utilizează atunci cînd axa arcului este apropiată de 


curba de presiune, deci cînd ponderea mai mare o are forța azi 


lá şi determinarea acestui efort (a cărui mărime depinde în mare 


măsură de împingeri) trebuie făcută cu mai mare precizie, 


In acest caz,dacá se fac notaţiile (fig. V.7) (se consíde- í 


ră cazul curent al încărcărilor verticale): 


Ὁ 


Q wy 


mJ 


= Pig.V.7, 


` 


H. = împingerea arcului cu trei articulaţii (deci a sistemului 


de bază); 
π = ordonatele cuprinse între axa arcului şi poligonul de 
presiune al arcului cu trei articulaţii; relaţiile de 


determinare a necunoscutelor sînt următoarele: 


= = H, «ο (V.21.a) 


sau, utilizînd sarcinile elastice gi făcînd anumite aproximări 
în determinarea lui 91. 1 


= 174 < 


2 
x i H, [3n v, δι + (42 ] 
> W, 1* ες 
unde: 
t= deschiderea arcului 


l 


io = raza de giratie a secțiunii de la cheier 


Celelalte necunoscute: 


Σ[5 ds — A 
H 2 | 8 Ἡ Sm W 
x; = a —4 5 s: eA: 
zj s : 


+ (Ve21.b) 


(7.22) 


(Y.22) 


Observaţie : La ercele cu deschideri mari . trebuie să se 


facă un calcul prin aprozimaţii succesive, care constă din etape 


alternative de determinare a necunoscutelor X, X5, X; şi de de- 


terminare a deformatelor axei arcului (care vor modifica de la 


o etapá la alta valorile ordonatelor m). 


YILDI 


1.3. Calculul arcului dublu articulate 


Sistemele de bază care se pot alege, sînt cele din fig.V.8. 


|” |5 


Fig. v. 8 
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In ambele oazurit 


A 
moe Lp 
X "zm (v.24) 


Pentru determinarea terenului liber A Be vor utiliza: 


a) Sistemul de bază fără impingeri-cínd axa arcului este 


îndepărtată âe curba de presiune, In acest caz necunoscuta X, se 
determină astfel: 


W 
x z- Itu ' (V.25) 
2 W, y£ «ἐιξ 


` b) Sistemul de bază cu impingeri-cínd axa arcului este 
apropiată de curba de presiune, necunoscuta, Σι determinindu-se 


cu relaţia: , 


i [2 n, zag 
m a | m; W; σι + i£] = =E, οἱ (Τ.26) 
293 σι + Lie 


Márimile care intră în relaţiile (V.25) şi (V.26) au semni- 
ficaţiile indicate la arcul dublu încastrate 


>, 


"ct 


l.4. Arcul cu tirant. 


Dacă tirantul are o rigiditate foarte mare, arcul se com- 
portá şi deci se calculează similar cu arcul dubla articulate 


- De obicei însă,tirantuleste elastic şi are o anunitá defor- 


matíe axială si deci ecuaţia de echilibru elastic pe sistenul 


de bază din fig. V.9, va fi: 


X 
d E + Δι» a uit (V.27) 


. 


+ 
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Fücind şi aici diverse simplificări gi notind: 
E Io 


2 ή 
σα 5 14 | (V.28) 
necunoscuta X 89 calculează astfel (folosind sarcinile elastico% 


a) Pe sistem de bază fără împiângerâ: 


2 w W, y 
e — = (σ.29) 
Σπ, z; + beige 19) | 


b) Pe sistem de bazá cu impingeri (arc cu tirant): 


ix | : 


E Zn, w, 3 (42 + 42 
pa- A: m; W; y; + Cas + 1c) E E e G 
i > w, x, + ζαΞ. 12) iden * 


1.5. Calculul la variaţii de temperatură. 


` 


Termenii liberi Ait din ecuaţiile de echilibru elastic, 
-au expresiile cunoscute din cap» I: ` 


As Zn, Ace, [52 iA Ps : : D (7.22) 


unde: 
X, M, = forţa axialá gi momentul produs de acţiunile X,-1; 
Ads F = deformația axială elementară produsă de variaţia 
P . de temperatură? i 
mA. fs = deformația unghiulară elementară produsă de vam 
riajia de temperatură, 


In cazul general al aroelor dublu încastrate pleogtite: 
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N, = = cos P s N. = sinpzo, N, 5ο 
Se (V.32) 
M = = y, M, = X, [^ = "| 


iar deformatiile axiale au, pentru secţiuni simetrice, 'expresi- 
ile cunoscute: 


` 


Ads, =X ta das : i ' (V.25 a) 
A^ d [ 
Δαφι = ds ` (5.22 Ὁ) 
şi rezultă: 
Aa X. ^, f 0 Q3 ο) 


Pentru celelalte tipuri de arce, expresiile termenilor li- 
beri se scriu în mod similar. 


1.6. Calculul 14 cedári de reazeme. 


Se utilizeazá forma cunoscutá a ecuaţiilor de echilibru 


elastic pentru acest caz: b E 


2451 +Á, = T.A, Σ A, C (vus) 


2, Proble ezo t 


1, Să se determine diagramele de eforturi (M, N, T) pentru 


arcul dublu încastra“ din fig. Velo. 
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Axa arcului are o lege de variaţie parabolică: 


y- xl- x) 


s. Y- 40 


Li 


Se dnparte arcul în 8 bolţari cu proiecţiile pe orizontală 
egale cu a5 me 
Determinarea ordonatelor y, se face $nlocuind în ecuaţia 


axei arcului, valoarea absciselor x: 


"A fx. 
IPS cl- x) = T m (36 - 4,5)= 2,62 n. 


E 4 e i 
32 i (x = vu (26 - 9) = 4,5 m. 


Ἔτι ᾶ : ` 
= pa = (Ux z um (36 = 13,5)= 5,6 Ξ 
E = f = 6 n| 


Pentru å caloula valorile unghiurilor V o, se foloseşte 
derivata ecuaţiei axei arcului (ştiind că tg Ẹ = EN = yt): 


y! i (t= a) - εὐ. 
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Deci: 


$e, = v CL- 2) = a (36 = 0) = 0,666 


te ictu (L = αι) = EZS (36-2 x 105) = 0,500 


te P a m EC -229) 


= 0,253 ` 
-4x 6 zi | 
te 5 ἜΣ --π-26- 2 x 15,5) = 0,1295 


te Pa ος (36 = 2218) = 


Datele caracteristice ale secțiunilor din capetele bolțari- 


lor sînt centralizate în tabelul Vele 


Tabelul Τε]. 


Secţiunea Zi 2 : te p f — sing cos “p 
A ο ο 0,666 339401 0,554 0,832 
1 4,5 2,62 0,500 26°40! ^ 0,448 0,895 
2 9 4,5 0,333 18930 0,317 0,948 
5 15,5 5,6 0,1295 7030 0,130  0,991^ 

4,4! 18 6 ο. S0 ο 3. ὍΝ 

21 22,5 5,6 ^ -0,1295 7930: -0,130 0,991 
2! 27. ο ΡΕ ΡΟΗ 18550: -0,317 0,948 
T 21,5 2,62 ` = 0,500 26040?  —0,448 0,893 


— I ——— a — — — ————  ———— IEEE 
B 26 0 = 0,666 33940!  -0,554 0,822 
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Determinarea coordonatelor centrului elastic 


Arcul are o axă de simetrie, deci centrul elastic se va 
găsi pe această axă şi oonsiderínd un sistem de axe de coordonate 
cu originea la cheie: 

dzo 
2", 

6 = —— em 
2%, 

Pentru determinarea sarcinilor elastice, lungimea dd a 
unui bolţar se asimilează cù lungimea corzii (fig. V.11), deci: 


cos Tat. sau: L, = 258, 


"după legea: ` 


| =< ; Momentul de inerție al arcului, variază 


Fig. v-M i X res 
_ w. — -- —-- In = 
Š cos (Qn 


unde I, = momentul de inerție al secțiunii de la cheie, 


4 


Cu aceste precizări; expresia de calcul a coordonatei c, 


"se simplifică | 


|c'-1-c =2,077, 
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2, 4 rd ° ln E = 
x A NL 222 cos fn s 
- c 
E cos Pa 
gaut το 7, 1 7 
| ο ος ay 221 -) 
€ = A 2 
= | 
i m 
Deci: 


ie ν5(555.56}., 4 LED +4 (32.8) με, 5 (2281) pm 
v = 2 ne 
(Q5 4,5 € 4,5 5) ` 

(sarcinile elastice se consideră aplicate orizontal în 
centrele de greutate ale bolţarilor consideraţi ca bare drepte 
(fig. V,12.b)e 

c! = f = c = 63,93 = 2207 n. 
Prin transferarea. necunoscutelor în centrul elastic, se 


anuleezÉ toţi coeficienţii secundari şi sistemul de ecuații de 

echilibru elastic devine: 

όχι Σι + Ap 

4 3 | 
dI y Aap 
A 

di Iz + App = 0 à 
Pentru calculul coeficienţilor d 1,9121 termenilor liberi 
, 8e trasează diagramele de momente produse de acțiunile 


I, 


s 1 şi de Ancăroările ος όλ. (fig.V.13.a, b, o, d). 


Fia. Y- 15 


Momentele produse ae încărcările exterioare: 
| M;= 4 x 4,5 x 2,25 S 40,5 tfm. 
M,-4x92x45-162tfn. | 
M, = 4 x 13,5 x 6,75 = 3% ifm. ; 

M, = 4 x 18 x 9 = 650 tfm. 
M, E. 4,5 = 27 tfm. 
WO 6 x 9 = 54 tfm. 


Tinînd cont numai de influenţa momentelor incovoietoare 


cazul arcelor pleogtite şi subțiri): 


X ων ifo 


ρθρα regula de “înmulţire” a trapezelor 51 ginfnà cont 
οὔ I, = ij/cos , sí L, = a/e Pa (fig.V,14), rezultă: 


pi 
J=- L. 2b* + 2c + 2cb) 


πας 
πετ. 4 2c + 2bc) = 


cos Pa 


= CRI. (2b2 + 20° + 20ο) 


Deci: 


{π3 n 
dit -z |= dx-z 2 str (2b2 + 2c* + âbc) = 
3 - să ^C Ξ 


= sti ; 2 [ë x A9. 2x 1,3142 x 1,31 x 3,9%) + 


+ (22,515 42x0,57^-221,710,57). + (2x0,57^42x1,67^42x0,97x1,62)* “ 
+ (2x1,672+ 2 x 2,072+ 2 x 1,67? x 2,o?)| = Hy 
y, 73 nei i ^ c 

: ; $ -Z| ds = et? [ (2x18942x 13,52+ 2 x 18 x 13,5) + 

+ (2x 12/51 2292 + 2x9x13,5) «(2x97 « 2xh,52+ xs, 539) (2x, | : 
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Calculul τος liberi: 


Aip 2f ὦ. ds = | -Cre5ax3, 9312236411, οπως. 


*261x5,92)4*(-26/4x1,51x24 2x162x0,57 — 19314169 + ο, 57264) + 
+ (2x162x0,57 + 2x1,67x50,5 + 1,67x162 + 0,57x40,5) +- 
+ (2x40,5x1,67 + 2,07 x40,5) + (-2x1,21x27 + o,57x27) = 


- (2x1,21x27 + 2z3,93x58 + 1,51x54 + 3,9927] E — s 
Q ο 


Bau: 


πα 2 : | 
AL 2p = ci Cd = nomas 


+ (2 x 364 x 13,5 + 2 x 162 x 9 + 162 x 13,5 + 364 z 9) + 


+ (2 x 162 x 9 + 2 x 40,5 x 4,5 «1,5 x 162 + 40,5 x 9) * 
^£ (2 x 40,5 x 4,5) + C2 x 27 x 13,5 = 27 x 9) - 


L (2x 27 x155+2z18x5 + 5x 13,5 +27 x18] = 


= a.d x 66.947 


6 EI, 
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gy -2 ES ds - | (eso + 3432 -(ὔθιμαθρ)" ή - 

= (162 + 40,532 = 40,5 x "32 - ΞΕ. -«ορ.ρωλ | zx = 
Necunoscutele X), 1», X; I avea valorile: 
n = ον e = fE = + 5657 T: 
CIEL = = 35888 = = 129 κ 
ο ο 


Momentele totale se calculează prin suprapunere de efecte: 


Deci se multiplică diagramele Μι, lb, i respectiv cu 
Xi, χο» X; şi se sumeazá cu diagrama Mo, xonultina diagrama de 
momente din fig; Ve15e 


De exemplu: 


M, = 650 = 223 = 232 = 118 = 77 tfm. 
„Mp = 364 = 74,5 |- 174 = 118 = =2,5 tfm. 
Be&enede 


Trasarea diagramelor de forte táietoare şi foret axiale 
(utilizînd schema din fig.V.16 a): 


ο ές λος 


a) Diagrama de forţe táietoare, 


=- pe jumătatea din stînga a axouluit 
2 =.+ X) sin f = Xə costp + px oos P 


| = 187 e 


decit 


T, = + 56,? x 0 12,9 x 1 + 0 = = 12,9 t£ 


fy = + 56,2 x 0,130 = 12,9 x 0,991 + 4 + 4,5 x 0,9912 512,5 tf 
To = + 56,7 x 0,317 = 12,9 x 0,948 +4 x 9 x 0,948 - 440 te 
mnt 56,7 x 0,048 = 12,9 x 0,895 + 4 x 12,9 x 0,8922 462 tf 
?, = + 56,7 x 0,554 = 12,9 x 0,852 +4 š 18 x 0,822 = 484 tf 

- Pentru usii vea aia dreapta . arcului 3 | 
=: .- X) sinf = X, cos fi = ? cos f 

S ! | 
deci: Ty, = = 56,70 i 12,9 x 1 = - 12,9 tf 
πο, = = 56,7 x 0,130 = 12,9 x 0,991 = -20,2 te 
παν = = 56,7 x 0,217 - 12,9 x 0,948 = - 20,0 te 
= = = 56,7 x 0,317 = 12,9 x 0,948 = 6 x 0,948 = -35,65 te 
x s 56,7 x 0,448 = 12,9 x 0,895 - 6 x 0,895 = = 42,25 tf 
mp = = 56,7 x 0,554 = 12,9 x 0,822 - &x0,832 = -247,2 t 


Cu aceste valori se trasează diagrama din fig; V.16 be 


^, Diagrama de forte axiale, 
< Pentru jumătatea din stânga a arcului: 


N, = = X, cosp + I, sinp = px|sin ve 


decit 
N, = = 56? x 1 p O = 0 = 2607 τε 


N, = = 56,7 x 0,991 p 12,9 x 0,130 = & x 4,510,130» - 57,67 tf 
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Nə = = 56, x 0,948 + 12,9 x 0,317 = 9 x ἡ È 0,317=- 6o,T3tf 
δι = = 56,7 x 0,895 4 12,9 x 0,448 —4 x 15,5x0,448- - 68,45 £f 


N, = 7 56,7 x.0,852 4 12,9 x 0,554 = ἡ x 18 x 0,554=- 04,2] tf 


- Pentru jumătatea din dreapta a arcului: 
N. =- X, cos p -I, Bing - P sin? 
. > | 
deci: 
Barm = 56,7 X 1 = = 56,7 tf 
Na+ = 56,7 x 0,991 = 12,9 x 0,120 = = 57,68 tf 
N$ = = 56,7 x 0,948 = 12,9 x 0,217 = = 57,5 tf 
OX 


- 56.7 x 0,948 - 12,9 x 0,217 - 6 x 0,317 = = 59,4 tf 


aX 


Ny = = 56,7 x 0,895 - 12,9 x 0,448 - 6 x 0,448 = = 58,98 tf 


Ny: = = 56,7 x 0,830 - 12,9 x 0,554 - 6 x 0,554 = = 57,67 tf 


Cu aceste valori se trasează diagrama din fig. V.16 ce 


e 


Să se traseze diagramele M, N, T pentru arcul dublu arti- 
-culat din fig. V.17 a. 
Ecuația axei arcului: '' x 

y= πε. (LU = x) 

8e considerá arcul cu secţiunea constantă şi de formă drept- 
unghiulară “(h = 1 m)e + 

Be alege sistemul de bază fără împingeri (fig. Y.17 b). 
Arcul si ina o dată svatic nedeterminat,vom avea o singură ecua- 


vie de echilibru elastic: 


δὴ) nn +A = 0 


i 


Bit 
mu) U 


ui e rad 


T a @ 


Etortueile|prošusé de αι = 1 (fig.V.17 9t 


ua 
Ni τε; velnt : 


T = 1. sta 


Eforturile reise de incárcarea D alea (fig.V.17 o): 
u, = E x 

N, = - B sin p 

z, = Ë= cos p 
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Conform celor discutate în paragratul 1, la calculul loi 


A şi d 11 89 va ţine cont numai de influenţa anumitor 
turi și rezultă: 


θίος- 


Ban: 


xr. 
EU mem mm 
-| μα IL pae] 


Dacă se consideră cos ΦΘ 1 şi 1ς/Α. z ££ t 


HPS 


L 
fone 
[P ax + săi 


- Rezolvarea integralelor: 


B το 


L 


E dx = ee a - of ax = 


16 f? 


= m z2((2 - 2 lx et x^)àx = c f ctt 2[π2. x^)àx. 


e 
VA oem 


ΓΡ 


Integrala de la numáfütor: 


E c 


iz 


Deci: 
| - > ale _ 5xlOx4x24? 
, I e- za = - Bg a Imm ᾿ = 11,62 tf 
Li + f «B legt 


` 


Pentru trasarea diagramelor de eforturi, se împarte arcul 
în bolţari cu proiecția pe orizontală egală cu 3 m. 

Pentru punctele de separație a bolyarilor se calculează 
¿raana cale y şi funcţiile Şeigononețrice ale E de în- 
olinare a tangentei, 


Folosind ecuaţia axei arcului: 
»-»- = ES x 3(24-3) = 1,75 n 


γρ = Z = = 1$ X 6(28-6) επ 

: 4x4 > : 

= = x 9(24-9) = 2,75 m 
357357 23 ( = În | 

4x4 ay 

= x 12 (24 = 12) = 4 me 
Ty 5s ( P 2s 
Determinarea tangentei unghiului P; 
tg y' -15 Cl- 20. 


j Deci: 
t p 
εὔ,- (2+ = 2 x 0) = 0,666 


të Pı P (24 - 2x » = .0,500 


ux | 
= tg $2 = p (24 -2x 6) = 0,524. ΒοΒο ος 


» Datele calculate sînt centralizate în tabelul V,2. 


ᾱ 
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Tabelul V,2, 


2 6 Εξ «224. 0,948 216 

5 9 1375 07167 - 0,986 0,165 

a lo! Y 0 1,000 0,00 

5 dio 5 20,192: o ozone. -0,165 
US 18 --- ΤΟ ^ ^ — 0,988 20216 - 

7 21 1475 . -Ογ500΄ 0,894 -ο —— 

B 9 -ο 


. Galculul momentelor încovoietoare: 


Deci: 


M -bx-xoy-5x-in6y 
Deci: | 
κο τον is ολ ων 
E ο ος ο ἂν 
Ms = 5 X19 = 11462 x 3,25 = = + 1,425 tfem | 
M, = 5 x 12 = 11,62 z h = + 13,52 tf.n 


| 
Calculul fortelor axiale: 


N, = = Š sint - X, cos, = -5 sin f,- 11,62 cos 9, 
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Ν = 5 x 0,554 = 11,62 x 0,832 = = 6,93 tf 
N, = 5 x 0,447 = 11,62 x 0,894 = = 8,165 tf 
ə = 5 x 0,316 = 11,62 x 0,948 = - 10,42 tf 
Κα = -5 x 0,165 = 11,62 x 0,986 = = 10,655 tf 


N, = =5 x 0 = 11,62 x 1 = = 11,62 vf 


Calculul forţelor táietoare: 


dp X | αν 
Ti RUN osit Pie X; o = 5 cos P ;= 11,62 sin P; 


Deci: 


T, = 5 z 0,822 = 11,62 x 0,554 = - 2,29 tf 


- 0,95 tf 


T, = 5 x 0,948 = 11,62 x 0,216 = + 1,06 tf 
T, = 5 x 0,986 - 11,62 x 0,165 = + 3,01 tf 
D= 5x1 - 0-58 


Cu aceste valori se trasează diagramele din fig.V.18 asbsCe 


o 
N 
wv 
ον 
< 
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Qbpervalie! Utilisarea sistemului de bază fără fmpingeri, 
presinta un demavanta) important din punct de vedere al preci- 
niel omloulului δὲ anume: 

Diagrama M, aro valori mari, iar necunoscuta X) are de 
apemenea valori mari, 

Stiinà ol Ns M, = Xii» eventuale le ETERN la calcu- 
lul lui Xy, pot! conduoe la erori în determinarea momentelor în- 
opvoietoame, ; 

Acest dezavantaj se eliminá prin folosirea sistemului de 
dand ou impingeri Caro οὐ trei articulații), pentru determinarea 
termenului. liber Aip (fig.V.19). ` 

Coeficientul d 11 rămâne același (determinat pe sistemul 
àe bază precedent). 


In acest caz jnecunoscuta n se Toma cu relația: 


IÍ; y m às αμ] 


A 
EE -πὲ-- — P - Ex 
Š Ux n. ο αἴκες š E 
unde: 3 E SE 
SES | nas + [ας 
f a2 as + Lig 


Pe sistemul de best din fig. Ve19 a, 


P ος = 


n MAN 
MO | x PLI lo x 24 _ | 
μες. x Andi 
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Observaţie: Utilizarea sistemului de bază fără împingeri, 
prezintă un dezavantaj important din punct de vedere al preci- 
ziéi calculului şi anume: 

Diagrana Ms are valori mari, iar necunoscuta Xi are de 
asemenea valori mari, 

Stiind cá "n = M, = Xii eventualele roti să la calcu= 
lul lui Xy, pot) conàuce la erori în determinarea momentelor în- 
covoietoare, 

Acest dezavantaj se elimină prin folosirea sistemului de 
bază cu impingeri (arc cu trei articulaţii); ponm determinarea 
termenului. liber Ap (#fig.V.19); ; 

Coeficientul 4; 11 rümine același Căetabuiiat pe sistemul 
de bază precedent), 


In acest caz necunoscuta n se determină cu relaţia: 


"zT Ez y n ds + ιαξ] š 


: SN. 
i a Se ον Tue fy? as + bie - 


AU bos + a : 
WILDE Li 


ve 


(faros 


Pe sistemul iie bază din fig. V 19 a 
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Momentul íntr-o Bectiuno a arcului: 


Me = Š x = a -uy = m) H, = F,r 


Baut 9 
M. a H, (m, = y) = H m 
Din figura V.19 a si b: 
TEM ELTE 
us a 
Deci: 


P i 
x 
nemoze r-r gay 
b pou] ms r= 


Păcînd aproximafia ds = dx, numitorul din expresia necunos- 
cutei X, se calculează astfel: 


u= 2 A i 1 
(pr sa S -- 8E ya -ᾱ | Pa 


o o H o 


9 


Rezolvarea integralelor: 


2 | AA E 
5 ο 
ext, setao EE [LA στις 
vo ` 


Cu aceste valori, 


, X 2 
dej = ois rel e ὄρ πω xl Bi l 
z + s 
8 £*l Ë l 


Si im Seti 
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pPentru h = 1 m , rezultă: 


2 x 42 x 24 lx 24 
ot n = - 0,226 


. 8 XX 24.4 1 X 24 . 


Impingerea arcului dublu articulat va avea expresia: 


H = E, + X) = E, = E,% =H, (1-a), 


decit: 
H = 12(1 - 0,226) = 11,62 tf 


A rezultat aceeaşi valoare a împingerii ca şi la prima re- _/ 


aolvare, deci diagramele de eforturi sînt evident aceleaşi, 


3 S& se traseze diagramele M, N, T, pentru arcul dublu 
articulat din fig.V.20 ae 
Se consideră arcul cu secţiune constantă dreptunghiulară - 


(h = 1 m). Ecuația axei arcului este: 


y= Ὅ σα -x) 


Se luoreazü-ca şi în exemplul precedent-pe sisteme de bază . 
“diferite folosindu-se pentru determinarea lui Ay, sistemul de 
.baz& cu împingeri (arcul cu trei articulaţii); deoarece axa ar- 

cului este foarte apropiată de curba de presiune 

Utilizind ecuaţia axei arcului 58 calculeazá ordonatele 

y, indicate în fig.V.20 cs. 
Calculul împingerilor arcului cu trei articulaţii: 


pal a =. z l2xl2- 1 x 12 x 6 
A 


deci HA = Hp = 18 tf. 


Calculul momentelor la aroul ou trei articulații: 
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[IHITHITITHITIHHIITIIIIITHTIWDIIIUIHIWITIIIIIIIHITHUHHITHIHIOIHIHID 


| =24m 


ΠΠΙΠΠΠΠΠΠΠΠΠΠΠΠΠΠΠΠΠΠΠΠΠΠΠΠΠΠΠΠΠΠΠΗΠΠΠΠΙ Ρ 


M) =12x3-18x1,75=0 

M. =12x6-1x6x3-18x3=0 

M, = 12 x 9 - 1 x 9 x45- 18 x 3,75 50 
M, = 0. : 


Deci,pentru sarcina uniform distribuitá, arcul cu axa pará- 
bolícá reprezintá arcul de coincidență, — ` a 
; Dealtfel ecuaţia axei arcului y = τε x(L -x) se deduce 
„tocmai din condiția ca arcul să reprezinte forma de coincidenţă 
` pentru sarcina uniform distribuită, 
Astfel,în arcul cu trei articulaţii încărcat cu sarcina 


*? uniform distribuită (fig.V.21): 
mo 
πα pi U u pica b p 
ρα αν T 


I 


b. 


x 
t+ o Bh BE z 


. 


uim 


Fig. V-21 : 


iar din condiţia M, = MP — H δι = O, rezultă: 


nP ECE Ep pa-s 


i 


` 


adică tocmai ecuaţia axei arcului, 


Deoarece diagrama 1 este zero, înseamnă cá Segnentele m 
vor fi zero, deci: 


: 2 
VERTS isi 
le - H3 - ο ο ese 
Im Β-οἱ = Βα. US 2 
| σάρκα | 
o f ` 
In exemplul precedent s-a calculatt 
L 2 i 
| as = aa 
ο = ' 


iar pentru secțiune dreptunghiulară se deducet 


h? 
Leil i Ë, -4 


In consecinţăt 


sau, înlocuind datele numerice: ç 
12 
% = ESSE τν = 0,00967 
. 8 x 4 l : 
Deci, împingerea arcului dublu articulat va fi: 
= E, ΣΣ] = E, = EQ = Hl- οὐ) 


adică: ; 
co = 0,00967) = 17,825 tf " 
Folosind schema din fig. V.22, se trasează diagramele de 


eforturi: : rz S Ie ape ae VENE Sq oz ο el 


= 1η 


ER EE ue TE 


Fig .Y-22 


a) Calculul momentelor încovoietoare:. 


M, = 12 x 3 = 17,825 x 1,75 = 1 x 5x 1,5 30,307 tf m 
M> = 12 x 6 = 17,825 x 3 = 1 x 6 x-`3 = 0,525 δὲ m 

M, = 12 x 9 = 17,825 x 375 = 1 x 9 x 45 = 0,657 tf x 
M, = 12 x 12 = 17,825 x 4 = 1 x 12 x 6 = + 0,2 tf m 


b) Calculul fortelor axiala: 


L^ s = 12 x 0,554 = 17,825 x 0,832 = 8,20 tf 
N, = = 9 x 0,447 = 17,825 x 0,894 a 11,95 tf 
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2 = = 6 x 0,516 — 17,825 x 0,948 = = 15,00 tf 
N, = ο = 17,825 x 1 = = 17,825 tf 


ο) Calculul fortelor tăietoare: 


A = 12 x 0,832 - 17,825 x 0,554 = + 0,10 tf, 
s πο κο „89% = 17,825 x 0 jM = 40 ,06 t£, 

= 6x 0,948 = 17,825 x 0,316 Š .0,04 tf. 
i = 3 x 0986 = 17,825 x 0,165 0,008 te, 
m = 0 x 1 i Ὦ = 0 


^od 


Observatie: B-au utilizat valorile funcţiilor trigonome- ” 
trice deduse pentru arcul din problema precedentă (tab, V.2), 
Cu valorile calculate, se trasează diagramele din fig.V.23, 


Q., 
o 2 
o 
s Š Š 
Έτος Έα 
3 © 


Fig V-25 
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| 


4, Să se traseze diagramele de eforturi M,N,T, pentru ar- 
oul dublu articulat din fig. V.2^ a, 

Arcul are axa parabolicá gi momentul de inerție constant 
(à = 1 m)# 4 

Incürcarea dată se descompune într-o încărcare simetrică 


(fig; Υνδὰ b) şi una antisimetricá (fig. V24 c). 


T, 25/0! 


πππππππππππππππππππ παπα μμ μα Λη 
1 £l 


Fig. Y- 24 


Pentru încărcarea simetrică diagramele de eforturi sînt 
-~ trasate la problema 2 (fig,V.,23)ç c 


Rezolvarea pentru încărcarea antisimetricàá. 
` Pentru această schemă de încărcare, deplasarea pe verticală 
la cheie este zero iar deplasarea pe orizontală şi rotirea sînt 
diferite de zero, 8e va putea deci lucra pe o semistructurá care 


să respecte aceste condiţii de deplasare în dreptul secţiunii de 


la cheie si această semistructurá este bara curbă Simplu reze- 
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mată din fig. Vè25, deoi un sistem static determinat, 
Pe acest sistem, ale cărui reactiuni sint V, = Y. = 6 tf, 
rezultă eforturile: ! 
| peti a) Momente încovoietoare: 
x 
M, = V. x = p x; p 
Deci: 
Mjs6ri-lrx2rljí5z15,5tfm. 
M-6x6-1r6r5- 18,0 tf m 
M. = 6 xz9-1x9 x 5 =15,5 tf m 
M. = 6x12 - 1 x6 x:124:5:— 0 


b) Forte axiale: 


Deci: 

N. = = 6 x 0,554 = 0 == 3,328 t 

"N, = = (6 = 1 x 3) £ 0,447 = = 1,341 tf 

Nə = = (6 = 1 x 6) x 0,316 = o 

Nz = = (6 - 1 x 9) x 0,165 = 0,495 te 
în Nola = (6- lx 12) x ο = 9 ; 

. e) Forte tătetoare, | 
T, = (V, -p x;) cos tp. 

Deci: 


p, = 6 x 0,822 = 4,992 tf 
2, = (6 = 3) x 0,894 = 2,682 tf 
T, = (6 = 6) x 0,988 = 0 

2, = (6 = 9) x 0,986 = = 2,958 te 
Τρ» (6 -12) x 1 = = 6,000 tf. 


Ou aceste valori se trasează diagramele de eforturi din 
fig; Ve26, 


a. 
i 
|i b. 
i 
Tm 
e 
ul 
S 


Diagramele de eforturi totale, se obţin prin suprapunerea 
eforturilor rezultate în cele două scheme de încărcare (fig. 


V.25 şi fig. V.26), rezultind valorile indicate în fig.V.27. 


EMT 


Fig.V.27 a,b." 
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Dia 27 σ „d 


5. Să se traseze diagramele M, T, N pentru arcul din fig. 
V.28 a, ła care se produce o deplasare pe: oriacntală a articula- 
viei B(u = 4 om), 


. Axa arcului este parabolicá, avână ecuația: y = (a= U-x). 


Date, numerice: 


3 : 
Ë = 2 x 10? kgt/cm^- 2 x 107 kgf/m?; I = 9.922 5 353x107? m 
AZ y = : ' 


Se 


Via de echilibru elastic : 


. = 205 = 


alege sistemul de bază din fig, V.28 b şi se scrie ecua- 


unde: τε = 
1 
όχι τ IE: ub LEE 
In sistemul de bază: M, = -l.y; N, =-cos p e 
Dacă se mai consideră: ds = dx/cos p şi A = A cos p , = 
rezultă: f : 
L L 
A (cos? ο . _ax - E 1 
uc fie să feat zi j asa) = fe ase τὲς [ax 
o o 
Făcînă la primul termen COGO ALES ás = ax. şi înmulţină 
al doilea termen cu EI cA EI 
a zr (' 
d 1 j = 1 Me | 
zz αχ + 2 ax 
a Ia m) 
sau: 


ὧν e| να, d 


Cu datele calculate la exemplele precedente: 


£ 15156651 xt] 
ασπρο 425 


E 
Inlocuínd datele numerice: 
d 1 | 8x&^xou , 1 x 24| . 206,8 
11 ΜΗ 15 bó T a E 


Termenul liber va avea format 
ΙΔ, *2ZR,Ay = = 1 x 0,0 
Deci ecuaţia de eohilibru devine: 


. = 205 = 


Se alege sistemul de bază din fig. V,28 b şi se scrie ecua- 


via de echilibru elastic : 


unde: 
x Xx 
À £ = ds + ds 
11.55) 3T Ei 
In sistemul de bază: M = “ley; N, 2-008 P zo 
Dacă se mai consideră: ds = dx/cos p Si A = A cos p $ si: 
rezultă: 
2 
Ά [ους f?  . É 
— a MEET ° 805 z = zi e: |= 
I Fäcîna la primul termen — ma sia ás = ax şi înmulţinăd 
al doilea termen cu EI cA BI: : 
x (΄ 
1 1 c 
ὅτι =g | az + τὶ MO = 


o 

sau: t 

Sal] y^ ax + st] 

- ο o 3 
Cu datele calculate la exemplele precedente: 

£ a | seca nel 
" ^ EI. B T 
Inlocuiínd datele numerice: 


E S k ig J - aga 


uz 


d 


Termenul liber va avea format 


1 Δι ZI A x š = 1 x 00 
Deci ecuaţia de eohilibru deviner 
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206,8 n πο 1 x 0,04 EI. 
sau, v 

206,8 x, = -0,04 x 2 x 10? x 3,333 x 10? 
din care: 


i L) 
I = EX agg 19 ο ο s> 2, ur 


Calculul eforturilor în punctele caracteristice LU folo- 
seşte împărţirea în boltari, ca la exemplele precedente); 


a) Momente înc ovoietoare: 


M, r0 : : 

My = = 12,9 x 1,75 = 22,6 tf m 
Mo-129x5 239, €f n 
M, = - 12,9 X 2,75. = 48,8 tf m 

M, 212,9x5 5 51,6 tf m 


b) Forte axiale: 


JE = + 12,9 cos P = + 12,9 x 0,822 = = + 10,75 tf ` 
N = + 12,9 x 0,894 = 11,5 tf 

3 o = + 12,9 x 0,948 = + 12,2 te 

E; z + 12,9 x 0,986 = : 12,7 tf 

N, = + 12,9 x 1 = + 12;9 tf 


c) Fo tăietoare: 


T= + 12,9 x 0,554 = + 7,15 t£ 
Ty + 12,9 x 0,447 = + 5,76 tf 
To = + 12,9 x 0,316 = + 4,08 tf 
Ty = + 12,9 x 0,165 = + 2,15 tt 
T, 4124920 = ο 
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Ou aceste valori se trasează diagramele din fig.V.29, 
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VI. CALCULUL GRINZILOR |! CU ZABRELE STATIC NEDETERMINATE 


i ? 
VI.1. Grinzi cu zübrele cu noduri articulate 
l. Consideraţii teoretice 


Structurile ou zăbrele sînt sisteme alcătuite din bare 


legate în noduri şi nedefornabile din punot de vedere geometric 
atunci cînd nodurile se consideră articulaţii perfecte. 

Cel mai simplu sistem nedeformabil este triunghiul (fig. 
VI.1,a). Pentru a fixa fiecare nod sînt SE =O cîte 3onă 
bare, adică în general: ` 


f» 


wsm (VI.1) - 


αν. 


AIR σα. 
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unde: Ὁ! = numărul de bare adăugate triunghiului 


fig.VI.1.8; 


hagurat în 


n! = numărul de noduri adăugate: 
Deci, rezultă: 


` 


- numárul total de noduri n = n' + 5 (V1.2) 


Introducind relaţia (VI.1) în relaţia (VI.2),:se obţine: 
b = δα! + 3 = 2(n-3) + 3 =2n - 6 + 3 = 2n -3 


- numărul total de bare: b = Ὁ! + 3 


sau: 


δη =b +3 (VI.4) 


Relaţia (VI.4) reprezintă condiţia necesară dar nu şi 
suficientă pentru ca un sisten de bare să fie indeformabil. 


Acest lucru se observă în figura VI.l,b,c.. Stiind 


cá pentru fixarea fiecărui nod sint necesare două legături (deci 
în total 2n legături) şi că un sistem cu zábrele are un număr 
b de bare şi un număr de 7 legături simple (penduli) ou exte- 
riorul, rezultă că sistemul este nedeformabil şi fix atunoi 
cînd este îndeplinită condiţia: 
202S bran Se (Y1.5) 
Pe de altá parte, din punct de vedere matematio,íintrucit 
numărul de necunoscute este Ὁ + r iar numărul de eouatii de 
echilibru static este 2n (cite două ecuaţii de proieotie în 
fiecare nod), rezultă cá sistemul este statio determinat cînd 
este respect atá relaţia (VI.5). 
Numărul de legături suplimentare static nedeterminate se 
va determina deci astfel: 
ng 5 ( b + r) - 2n (VI.6) 
unde Ag = gradul de nedeterminare statioá 


In oazul sistemelor ou zübrele poate apărea fie o nedeter- 


minare statioá exterioară (fig.VI.2,a) fie o nedeterminare sta- 


tică interioară (fig.VI.2.b), sau o nedeterminare statică in- 
serioară şi exterioară (fig.VI. (Dec). 

Pentru rezolvarea grinzilor cu zăbrele ou odisti articu- 
late static nedeterminate se utilizează. metoda forţelore 

Considerînă de exemplu grinda cu zăbrele din fig.VI.2,0, 
gradul de nedeterminare este: 

n, = 0544) -2x18-5 

Be alege sistemul de bază din fig.VI.2,d obţinut prin 
suprimarea unei legături. exterioare şi a două bare (neounoseu= 
te Xy, Χρ, Χα)” 

Ecuațiile de echilibru elastio vor αλλος αν 
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ca deplasarea după direcția necunosoutei X, sá fie zero, iar 
deplasările relative dintre nodurile corespunzătoare barelor 
scoase să fie ogale ou deformatiile axiale ale barelor respec- 
tive Ce | 


L 


^ 


In consecință, se poate sorie sistemul de ecuaţii: 


voee 12,9 + d X, + Δρ D i 
ο” 1-2 

X Lo 
E EDI PM ET iur 

det * d ax, * d, X, + Asp 26 


Intrucít în barele sistemului de bază nu apar decît forte 


axiale, expresiile coeficienţilor si nos „liberi sînt: 


N CO N o Sod 
edits > JE Nea xr emi ἥπα Us. (VI.8 a) 
E E Amn 
η Ν O p 
m Jc ος σον 


Dupá ce se calculează coeficienţii şi termenii liberi „se 


rezolvă sistemul de ecuaţii şi se obțin necunoscutele Xj,Xj,I,. 
Apoi se determiná eforturile axiale din bare, pe baza relaţiei: 


͵ 


€ a0 N 
N ma = ND, + X, N SA + Ăz NO + Xs NO I.9) 


2. Probleme rezolvate 


1. Să ge determine eforturile din barele grinzii ou záübre- 
19 àin fig.VI.2,8. 


Sarcina uniform distribuită se repertizeará nodurilor, ca 


sarcini concentrate, după oum se indică în fig.VI.5.b, 


Se determiná gradul de nmeterminare statică: 
as = (b+r)- 2n = (21+4)-2 x12 - 25-24 = 1 
` Se alege sistemul de bază din fig.VI.25,c 
Eeustis de echilibru elastic are forma: . 
duza £ Ap = 0 ` (NI.10) 


Coeficientul 11 şi termenul liber Αιρ se calculea- 


ză oD relaţiile: ` 
€ — G) AU (4) 
Nma Nmn : 
<p tme mn. | 
du > GSS πιῇ 
πω νι X) 
Διρ- τν en Nec. 


EAma 


Se determină gradul de neţerninare statică: 
a7 (b«r)- 2n = (21+4)-2 x12 = 25-28 = 1 
Se alege sistemul de bază din fig.VI.5,c 
Ecuația de echilibru elastic are forms:  — 
dux + Aip =0 (YI.10) 


Coeficieatel d, 11 Si termenul liber Ap se caloulea- 


zá cu relaţiile: 
ES Ea: ia 


= ?13.- 


Este deci neoesar sá determinüm eforturile axiale din 
barele sistemului de bază, produse de sarcinile exterioare 


CP) 
Nma ) şi de o forţă X) = 1 care acţionează după direoţia le- 
găturii suprimate C | 


` 


Aceste eforturi au fost determinate οὐ ajutorul epurii ` 

Cremona (fig.VI..4 şi fig.VI.5). 

Calculul lui des $i al luj Arp se face apoi tabelar 
(tabelul VI.1). 


Observaţie. Pentru alegerea seotiunii barelor se face 
un caloul de.predimensionare. 


Astfel, pentru talpa superioară: 
` Naga = N g =-5 te 


Deoareoe bara e supusš la oompresiune, vom tine oont de 
efectul de flambaj. 


Se impune x = 100 — `P 210,61 


ΝΣ pie iale E ue T 
| Tep Tm pA = zs PU éan. 


ᾧ Eat 
alegea 2L.90 x 90x 9 ou À = 15,50 . x 2 = 31. on? 


f L 282 `. 
Se calculează apoi λε = — t sa = — — = 105 
5 A min : 3 X [2,74 
Deoi: : a 
ef = 103 < Au z 120 i 
> Avînd în vedere cá în sistemul real și talpa inferioară 


va avea bare comprimate se impune oa talpa superioară şi infe- 


| rioară să aibă aceeași secţiune (A = 31 on). 


NM 
n 
sa 


ER 
Q 


— 
L JES 
s 


—wwexjus 


"| 
τῷ 
P 
M 
+ 


BB 
-- 

T 

«ο 


J] $9 9 


TET «᾿ 
A : 36-d 30:59 ` 
uy «jj : 0402c CEETRETTLULCLEELITLLELLELLIELEED) 
ων ç 


S cara: 5em- fl 
(4 cm-o2t) 


Montantii si diagonalele se confecţionează de asemenea 
dir 2L 90x 90x 9 σα A = 21 ca^, deoarece au lungine de 
flembej mare ( | = 2πι.) Cu aceste valori se intoo- 
meste tabelul VI.1. Ὃ ο αν. : 
Din ecuația (VI.10) se deduce necunoscuta X: 


96,71 x 10* 
ics EO Z = a = 3,37? tf 
du 28,73 x 10° 28,73 i 
65 


Eforturile axiale din barele sistemului real se determină 


cu relația: 


* (P) N. 
Nij = Nij e X, Nij σ1.11) 


şi sint trecute de asemenea în tabelul VI.l. 


— (5. 
Λία (i 
£ Ace 


[ο] 
35 
Demum =] 
rea bore 


T 


HEB 


ο] 


CODE 


2 22,70? 
3 


- i 
6 8 e 
-1685410 4245107 | 


ολο] nexo] 
am-oa] 


3 
-L685x/0 |-0 185410 


-242110 fe E342 | 12x 123 
-242./7|-232, to^ | . 
-242x107 -232x 107| | 

| 


025.705 051/08 
8 


fi 


[7] 


-45x/08 


azere frazon tese? 
ο ες 
-45x103 ; 

i 


` 3 ë 
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emis 
ΕΕΙΘΕΙΕΙΕΕ 


E uo 
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A 


Lass c] 
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| So | Ç 


F 
N 


SED 
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nd 
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| = $17 « 


2. Să se determine eforturile din barele grinzii ou ză- 
brele din fig.VI.6,a. 


ΕΕΠΗΠΠΠΠΠΠΙΠΠΙΠΙΠΠΠΠΠΗΠΠΠΙΠΠΠΠΠΠΠΠΠΠΠΠΠΙΠΗΠΠΠΠΠΠΙΠΙΠΠΠΠΙ q: fU 
3 10 12 


(α). 2m 


Se stabilește gradul de nedeterminare: 


} 


Dngbtr-2 =23+ 3 - 2 x l2 = 26-24 - 2 


gi se alege sistemul de bază din fig.VI.6,b. 
Sistemul de eouajii de echilibru elastic este de forma: 


d, X, + d X, «Διρ- -Xela 
EA, io (v1.12) 


dX. * fX. tA = ets 
F 5-1410 
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gise poate pune sub forma: 


X. - τον i * di X, * Ap=0 


du Xa XS C 


(VI.13) 


FAL. +Azp 
Pentru calculul oceficienților şi termenilor liberi ,se 
determină eforturile axiale din barele sistenului de bază, fo- 
losind epura Cremona, | | 
| Pentru obţinerea eforturilor Nj” ; Se considerá sigte- 
mul de bază încărcat ou sarcinile exterioare (fig.VI.6.c). | 
In fig.VI.A (exemplul precedent), s-au determinat efor- 
turile pentru încărcarea cu sarcină uniform distribuită pe 
jumătate de grindă. Avînăâ in vedere faptul cá grinda este 
simetrică, eforturile pentru încărcarea cu sarcină pe întreaga 
err se obţin prin sumarea eforturilor din barele simetrice 
In figura VI. 7asšnt dementa eforturile din . barele 
sistemului de bazá prognee de "incároarea X% -1 (Nm τ) 
Eforturile din barele Sistemului de bazá produse Ge ac- 
$iunea X, = NO) se determiná din aceeași epură ( vezi 
fig.VI. Hee în vedere sinetria. š : 
In tabelul VI.2 este sistematizat calculul ooefioienților 
şi, termenilor liberi pe baza relaţiilor: 


πώ ge NO N (2) 
Nin N mn E 


N 9 — (2) 


Naa 
Nmn Ln 
d, = da= zt EA ma , 


| AP Ë 


Bono Efort 


š (VI.14) 
(2 κι CP) 


boo Ὦ; - 2 . 


TS 
|8 


3 
26.12 

n DES 
2:27. 


ο 


3| 
3| 
2120 0252. 10 
2 
raras 


ossa: 
3 


REP 
zs T 


B FESES 
gi Sisi 

s | 

| 

| 


| — 
1 z0/ Xg¿Z Z | 
DR ERE: = aia š 
A E 
N E S 
ESEHBEBSEHDEESHE s els s| 
P 
"s S | 5 
EEHEBHEHBHBBH ἸΗΗΕΗΒΕΒΕΙΕ 
το 5 3 BP f$ 
Š Z iz 
Š Š 3 
SAE Enea EE s s s| 
i "o 
ΕΕ SE EREI Ia 
3 S | 
- τς ση z 
SIESS ἃ 
x S 


— 90/X/£x 4/2 
HZLE 


7 I 
| s 7 < τε 
e g s S TES RN 
I = SS S2 ES ἃ i = 


g S - Tu έπος : 
| ES Sepe rS 
| "S m Ins |- 
| N N GPS CIE 
i $ ES SE 


luxe - -- se x/2 
| στρ ocu 


f 55, EJ 5 

Bs E EEE 
BER 

| R "e Vo 
v αι Es PER 


49.4 
049.0 


n 


22/9 


«dele 


Inloouind valorile obţinute în sistemul de eouatii(YI.12): 


6,72x102 2,82x10? 0,98x10* 2,78x10* 
1 w + — o Χρ + = 0 
65 65x10 65 65 


0,9810 6,7240?  2,82x102 2,78x102 
masia asi + a. : + o— - 
65 1 65 65x10 65 

sau: 


10,35 X, + 1,51 Xj = - 4,28 


1,51 X4 - 10,35 X, = -.4,28 
rezultă: | 


° = 4,28 ° 
= = pe 26 vf 
rcm 11,86 z 


Cu aceste valori se caloulează apoi eforturile axiale 


din barele sistemului real, pe baza relației: 
ë 2» (P 29. .z0),.. 

Aceste calcule sînt centralizate de asemenea în tabelul 
yI.2. 

VI.2. Grinzi cu zábrele cu noduri rigide 

l.Consideratii teoretice. ` 

Noâurile grinzilor cu zábrele sînt de fapt rigide şi de 
aceea ipoteza barelor articulate în noduri este uneori (în 
special le grinzile cu zăbrele din beton armat) îndepărtată de 
realitate, 

Datorită rigiditáti1 nodurilor, barele grinzilor qu zá- 

brele preiau si momente ínoovoietoare, care oonduo şi la modi- 


ficarea valorilor forțelor axiale din bare determinate în 


ipoteza artioulațiilor în noduri e 
Etapele de oaloul al unei grinzi ou zábrele cînd se tine 


- 222 - 


coni de rigiditatea nodurilor, sínt: 


l. Se determin& eforturile din ed “aa cu zăbrele, 
în ipoteza barelor articulate în noduri aq 4 


2. Se oalouleazá deformaţiile axiale ale barelor datori- 
te forţelor axiale: 


, 3) p 
EA | (VI.16) 


5. Se determină deplasările nodurilor grinzii cu zăbrele, 
folosind epura Willioi. 
A. Se: calculează rotirile barelor 
Oj- — στ.12) 
 5..Se determină momentele de încastrare perfectă produse 
āe deplasările relative ale capetelor baret ( sau de ei, ) 
6. Se efecţueazăechilibrări Cross şi se determină momen- 
tele dim capetele de bare ( Mj” ) 
7. Se determină corectiile de forţe axiale (AN 5) 
ca urmare a momentelor apărute în capete de bare. 
8. Dacă aceste corecţii AN dn sint Ὃ δει. 10€), 
'se repetá procedeul (recaloulefea alungirilor, diagrama Williot, 
operaţii Cross şi recalcularea: corecţiilor de forie axiale) 
şi asa mai departe» | i 
Eforturile totale din bare se determină astfel: 


m ΚΠ ANS + AN; ` PCS | (YI.18,2) 
Mij = Mi Jn μή, ος š (VI.18,0) 


De obicei sînt sufioiente 1-2 oioluri de Qoreoţii per Tu 


determinarea efeotului rigiditátgii nodurilor. 
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2. Probleme rezolvate 


1. Să se calouleze grinda ou zábrele din figura VI.8,a, în 
ipoteza nodurilor rigide. 


Reducînd sarcina uniform distribuiţi la sarcini οοποεῖ στα” 
in noduri, se obtin înaărnările in fig.VI.8,b. 
Partea 1-8 
In cap.IVitig. IT. 171 şi 1.112) s-a construit epura Π1111οὔ 
pentru această grindă ou zăbrele: i ; 
- S-Budeterminat eforturile axiale din bare cu ajutorul 
epurei Cremona (pentru determinarea gecţiunilor barelor, 5-6 


făcut un calcul de predimensionare), 
- S-au calculat în continuare  deformaţiile 
Ad 
tabelul I.i12. 


barelor 


toate aceste rezultate fiind centralizate în 
-poi s-a construit epura Williov din care rezulţă 
sérile tuturor nodurilor grinzii în ipoteza că acestea 


articulate. 


O E TETTE RITIRO q-1650kg/, 
š ig 
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ProieoQiile deplasărilor nodurilor pe vertioalí sînt 
următoarele: 


u 
o 


Se calouleazá rotirile „barelor, după cum 


urmează: 
e 


0,4 
$155 — - = 
200. 200. - 100 


) 


rad - x 96-7 


Vs e Tai 1,12 - 1,12 


iz 35 400 
τ,-τ 1,29-0,8 0,125 
4^ "2 D D D 
ez = = = rad = - 6 
Ón EUER T 4-6 
E EA pa T1220:8 0 33% 0-16 
> 4 θ2 οτε Ay : da = 5 = x red = 0. 
ο 2114900. ος 200 200 100 3 
: τσ. . 1,29-1,12^ 0219 < 07085 | 
e, = DE - —— - =— - —— sa = - e, 


3⁄2 53200) 200. 200 100 


Observaţie : Pentru barele înclinate, se află unghiul © 
: T spe -DI e depl e e vert. 
astfel: θή = ""pr.barei pe orizont. 


Acest lucru rezultă astfel (figura VI.9): 


V= Acesp = γθεοοφ- x0 


- 225 - 


Pentru a putea efectua echilibrárile Cross, se calculea- 
ză în prealabil. rigiditátile absolute şi relative la încovoiere. 


a) Calculul rigiditátilor absolute (fig.VI.10.8) 


ος τν Ax226 E 


riz: E2; = ἕεσ- E26 = is = 555 z 5,85 E 


` 
= 


- 226.- 


. BI πο Μπ... 
tyi = Κορ" kos = t AT = 0,556 E 
4 x 7,86 E 
Eza = Κορ = kgg = Uns 7*0» 
4 x 226 E 
Eno = kg = key = ET τ. z 2,25 E 
: 4 x 226 E 
T = kys. = Koy = EUIS z 2,16 É 
4 x 55,6 E 
Kos = Um = 0,756 z 
b) Qaloulul rigiditátilor relative 
Noà 1: Š š ; = 
[2 2,85 3 
Γιρ----------.... 2 = 0,875 
ὭΣΤ» 385+0,556 — ` 4,406 
: 10,556 sss | 
δις = - 0,126 
15 — 14,506 ; 
Noà 2: cc 
: -- 
Ko tkoztkza 3,85+0,134+2,23 P 
25 0:134 
αμ o 
"er mont Z 
H 2,23 
i = 0,358 
: 24 6,214 3 
Nod 2: onse tem 
š Pas = ——ə n, = 0,126 
21 0,55640,12445,16«0,556 —— 4,406 
i 0,556 
Pi o Aet i ον 0,126 
35 4,406 
0,134 
Ρο = = 0,031 


4,406 


P 5,16 
- = 0,717 
= 4,406 š 
Nod 4: 
2,23 2,23 
Pup - = ———— = 0,206. : 
, 2,23 + 2,25 + 3,16 + 3,16 10,78 
Cas = 0,206 
3,16 0128 
r° = = 4 
45 10,78 2 
` rys = 0,294 


Se calculează apoi momentele Ce încastrare perfectă prove- 


nite din đeplasările nodurilor cauzate de sarcinile exterioare: 
= — (wv) eo e 
Qi = Kij θα στ.18) 


Pentru aceasta se construieşte deformația sistemului de 


bază (fig.VI.10,b) si rezultă: : 


(a. = TOR é ο 4 
πι πο τος 6 E x 226 , ἐκακιδιροέ τ. 48500 Kgfon = 
12 21 225 -12 235 1 à 
' îi E. u =485 Kgfm 
eo o 6x2,1x10 x55y6 0,28 D 
ye. - z x —— = 4900Rgfem=49 ki 
15 Lon So == 2 Kg 9 kgfu 
-- — : 6x2,1x107x7,86 0,16 s 
ο, E x — 676Kgfom=6,76 kgfm 
llo nr exo ix100x0026 9 0,1250 s i 
Y pu = dU x —— = 8800Kgfom = 88kofa 
— LR 6ex1x100x226 0,085 ^, 
Yo 547,57 =P x = 8460 Kgfom = 84,6 Kgfm 


Cu aceste momente se efectuează eohllibrüri Cross si se 
obțin momente eohilibrate (fig.VI.11,a). 


qu-IA 51 


5j-]A 8614 


qll- A 4 


(uc se 


A 


T ren 
H X 


τι] δι] 
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Boro 1-2 77 


Ῥ (= 2,35 m | 


[ze e 


Borat) E js 


s= $4 


Bara 2-3 d A 
2.99 m 
7» -42 lo 


Deoareoce 
structura este 
simetrică, 
operaţiile 
Cross se efec- 
tuează numai 
pe jumătate 


de grindă, 


Momentele 
finale din fie- 
care capát de 
bará sint in- 
dicate în fig. 
VI.l11.b. 


Aceste 


momente echi- 


librate pro- 
duo forte táie- 
toare în bare; 


IU. gare se cal-s, 


. culează ca 


reacţiuni pe 
grinzi simplu 
rezenate (fig. 
VI.12). 
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Unghiurile de înclinare a barelor rezultă din fig.YI.13: s 


e. = 21959! 
cos 21950*- o,928 - 
sin 21950! = 0,2719 
προς -ᾱ-- = 1 


cos A59 = 0,707 
0,707 


m 
F 
D 
n 
VI 
o 
" 


Pentru determinarea forţelor axiale din bare, se scriu 


ecuaţiile de echilibru ale nodurilor (fig.Vl.14): 


` s Nod 18: ` 
ΣΥ-ο: 
Πο: 0515 - Os - 28,8 x 0,857 =0 
de unde: N.o = = 48,6 kgf 
e unde: see i. 
ΣΧΞΟ: 


- R 20,857 + 28,84515 + Ny = 0 


de unde: 
z-14,8 - 41,6 a - 56,4 kgf 


δα» 
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e Nod δι 


ZXs0: 
or 48,6 x 0,857 - 28,8 x 0,515 τ, Noz 40,857 
+ 2 x 0,515 - 10,2x0,2719 + δα 40,928 20 


Φου; 0,857 Naz + 0,928 δ», = + 59,2 
Ζγ-ο: | 
- 48,6x0,515 € 28,8 x 0,857 + Nay*0,3719 


+ 2.x 0,857 + 10,2 x 6,928 z ,5-0,515 = 0 


sau: - 0,515.85 , + 0,2719 Na =- 10,80 


Rezolvînă sistemul de ecuaţii rezultă: 


Nou = 26,6 kgf 
55-5 = 40,5 kgf 


Am b 75156 7-5 
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= Nod t 
ΖΧ-ο: 
56,4-40,5 x 0,857-2 x 0,5154, ,0,707* 15 x0,7074N,, 250 


Sau : 0,707 Ν - Κο = = 251,2 
Zzy-o: 
0,4 + 40,5 x 0,515-270,857+ N, ,-e,TeT - 15 x 0,707=0 


1 
«Να p = 0——- (-0,4 - 20,8 + 1,714 + 10,6) 
sau 5..Δ. 0,707 , D , , 


Ng.» = = 01,8 + 0,707412,6-= = 22,3 kgf. 


Deci eforturile reale în, barele grinzii cu zăbrele sînt: 


πι 2 = - 15800 + 48,6 = - 14.751,4 kg? 

N] = 13500 - 56,5 = + 13.443,6 kgf 

- 14550 + 26,6 = - 14.524,5 kgf ——— 

Map = 14750 - 22,9 14.72727 ket xe 


E. = - 700 - 12,6 =- 712,6 kgf 
à E54 = 950 + 40,5 = 990,5 Kgf e 
5 Se observă cá, corecjiile de forţe axiale în cazul grinzi- 


ior cu zábrele confecţionate din oţel sînt foarte nici (max 7 £). 
Acest lucru se explică prin faptul cá secțiunile barelor 
sînt mici. în raport cu lungimea lor, ceea ` ο ca ipoteza 
erticulsfiilor în noduri să fie apropiată de situaţia reală. 
„In sohimb | în cazul grinzilor ou săurele din beton armat, 
coreoțiile de forțe axiale sînt mari (pînă la 20%), datorită 
rapoartelor mai mici. dintre dimensiunile seațiunii barelor şi 
lungimile lor, 9998 oe face oa influența rigiditütii nodurilor 


să fie mai mare: 
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ZX=0: ^ 
56,5—50,5 x 0,857-2 x 0,951538, ,0,707* 15 x0,707+R5_z=0 3 
w 
LALLE 00 dr eT tor 31,2 
Σγ-ο: 
0,& + 40,5 x 0,515-230,857* N, ,-e,TeT - 15 x 0,707=0 
Sau: Izy = '(-0,& - 20,8 + 1,714 + 10,6) 
2-b 0,707 , , , D 
daci ; N = -5»9 = - 12,6 
2-4 5.207 „6 kgf 


Ns mS 51,2 * 0,707x12,6 me 22,5 κε 


Deoi eforturile reale în barele grinzii ou zăbrele sînt: 


Ni 2 = = 15800 + 48,6 = - 14.751,^ kgf 

Nj; = 13300 - 56,8 = + 15.883,6 kgf | 

Nə, =-~ 14550 + 26,6 = - 14.524,4 kgf A 
Nag = 14750- 22,3 = 14.727,7 κεῖ 


LE `=- 700-12,65- 712,6 kgf 
No4 = 950 + 40,5 = 990,5 Kg? 
Se observă οὔ, corecțiile de forțe axiale ín cazul grinzi- 


ior ou zübrele confecționate din otel sînt foarte nioi(max 7 X) 
Acest lucru se explică prin faptul că secțiunile barelor 

sînt mici . în raport cu lungimea lor, ceea ce face ca ipoteza 

κε ος în noduri să fie Mentes de situaţia reală. 


sohimb , in cazul grinzilor cu zăbrele din beton armat, 
DE de EE axiale sînt mari (pînă la 207), datorită 
rapoartelor mai mici dintre dimensiunile secţiunii barelor şi 
lungimile lor, 9998 oe face ca influenţe rigiâităţii nodurilor 
să fie mai nare: 
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YII CALCULUL STEUCTUEILOR STATIC EEDETSZMINATE LA ACTIUNEA 
SARCINILOR MOBILE ` 


1. Consideraţii teoretice 


In construcții intervin des încărcări utile care îşi sochim- 
bă poziţia pe structură (vehiculele pe poduri, podurile rulante 
la bale industriale), 

In acest cas efortar&le din straotară îşi schimbă conţinua 
valorile şi o dimensionare corectă impune cunoașterea poziției 
celei mai dezavantajoase a încărcărilor mobile, care să conducă 
la valoarea maximă a eforturilor din secțiunea considerati, 

Această problemă se rezolvă folosind liniile de influență, 
Prin linia “de influență se înţelege local geometrio al valori- 
lor unui efort(saa anei reacyiuni)dintr-o secțiune, produse de 
o sarcină unitară mobilă care po deplasează: pe linia de încărcare 
a Btructurii (fig.VII.1). 
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eterm D influență , 


 Pentru determinarea liniilor de influență ale eforturilor 


Şi meaotiunilor la sisteme statio determinate se foloseno urmă» 
toarele procedee: 


lé Calea analitică 


In acest oaz se sorie expresia efortului Bau a Peaotiunif 
a cărei linie de influehtë dorin să o trasün jin funcție de posie 


via variabilă a sarcinii unitare δὲ ss reprezintă grafio expre- 
Bia respectivă., 


De exemplu, pentru reactiunea 
Vg (fig.VII.2 a): : * 


3 ALME - 2 K= 9: Τα--Ῥ.α = 0 = 
P: C p deci. Vy = 33 š 
VA γ Va : ° 
: kao Va 
=I à - pentru a = O: Ya 20 
cce Coll isset s sss 


2. Cales cinenaticá 


r. ; Ix. . |... ... 1n acest caz,se supri 


s J 
pe linia Ve -  . Bá legătara corespunaütoare 


' efortului seu reacţiunii a 
cărei linie de influenjá 
. > dorim să o trasăn şi meca- 


nisnului format 1 se ἀξ ο 


Fig. vn-2 


deplasare ín sens invers efortului introdas, construindu-se dia- 
grama deplasărilor pe direcţie verticală (fig.VII.2 b). 

Pentru determinarea scării liniei de influenţă, se scrie . 
o ecuaţie de echilibra prin luoru mecanio virtual : 
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de unde: hÈ gal 
A 


Pentru ca ordonatele VĂ din diagrama deplasărilor să repre- 
zinte valorile reacţiunii Va » trebuie ca deplasarea Asă fie 
unitară, Pentru reacţiunii , forţe axiale si forţe tüietoare, se 
consideră deplasarea A= l, iar pentru momente încovoietoare . 
se va lua rotirea 0 = l , ca scară a liniei de influenţă, 

In cazul structurilor static nedeterminate se folosesc de 
asemenea două căi pentru trasarea liniilor de influenţă și anume: 

1. Calea analitică - cs operează pe sistemul de "n" ori 
static nsdeterninate : 

2. Calea cinematică = oe epereazá pe .sistemul de "n=l" 
ori static nedetrminat, - š 

In practică se foloseşte mai mult calea cinenatică si se 
va exemplifica principiul acestui procedeu prin trasarea liniei 
de influenţă a momentului de $ncastrare perfectă LIIS la grinda 
din figura VII.2. 

Pentru a construi linia de 


t | P=4 k influenţă a momentului M,,, se su- 


primá legătura corespunzătoare mo- 


= την - mentului gi sistemului do"n-l" ori 
| E static nedetrminat 4 se dá o de- 

CE plasare în sens invers efortului 
Fig. VIL-5 — introdus Ν.., Prin această depla- 


sare, bara se deformează gi se obti- 
ne linia elastică a barei „care reprezinté alura liniei de in- 
fluenţă, Pentru deducerea Boáril liniei de influenţă, se sorie 
o ecuație de luoru mecanico virtual: 


P.) Mk 9, = 0 
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de unde: 


May = P. Z - 2 - ro, (11.1) 


Deci ,Pentru oa ordonatele din linia elastică să reprezinte va» 
loarea momentului M,.y* trebuie oa unghiul 9, să fie unitar, 


Deci scara liniei de influență a momentului este determinată 
dacá se consideră 9$ 21. | 


lel. Grinzi continue 


1ο1,1, Linia de influenţă a momentului de pe reazemul"j" 
(fig.VII.4.8). 


* 


Be scoate legătura corespunzătoare momentului κ, (se in- 
troduce o artioulatie pe reazemol"i" ) sí sistemului de n=l ori 


static nedeterminat i se dá o deplasare în sens invers momentue 
lui, obţinîndu-se linia elastică care reprezintă alure liniei 
de înfiuenţăe : 


Pg 


Γιο. VIL- 4. 


- 237 = 


Pentru deducerea scării, 89 sorio o ecuaţie de lucru mocas 
nio virtual : 


st οἱ 
p= Mea- 6 = o 


sau: ^ ( a. & )= +. 7. 


ης Pee ας 
de unde: À ; m σε 


(Y11,2) 


Deci, scara liniei de influență onte datë de 9,- eat + ei" EV 


Praotio,este difioil de determinat rotirile «4 şi ad „ astfel 
ca suma lor să fie unitară şi de aceea 69 procedează astfel: 

Se acţionează ou un moment unitar după direcţia M, (fig. 
VII ® b). == 


Prin sorierea ocuaţioi de lucru mecanic virtual se obţine: 


: = me (aa as”) + 7.Yx = ο 
Hau t Š COR uye = 


de urde: πα ES E Z : QTIL. 3) 


In relaţia (VII. 3): 


- f sînt ordonatele din linia de influenţă a momentalai 
din reazemul i; 

- yx osto săgeata din dreptul forţei P = l , pe sistenul 
de n-l ori Static nedeterminat, produsíde M, = 1; 

- 9,4 este rotiroa din reazemul i produsă de momentul M,z1l. 


Pentru determinarea momentului M, 790 va folosi una din meto- 
delo de rezolvare a sistemelor statio nedeterminate (metoda 
forțelor sau metoda deplasărilor), Astfel dacă se foloseşte me- 
toda fortelor, pe sistemul de bază de n-l eri statio nodeterni- 


nat gi pentru £noároarea P = l (fig.VII.^ 9), ecuaţia de eohili= 
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bru elastic are forma: 


P (r) (n-1 
deoí: .. (n-1) 
Ma DI pa ia (VII +4) 
d. 0-10 
[14 
Deoarece încărcarea exterioară. este o saroină avitară( Pal), 
n-4 : 


deformația Δι se va ο. cu "Ad 


we 7) 
M. z œ ju ne E 3 (YI1,5) 
Conform reciprocității deformațiilor e. 


d 
ip 5 Opi ε deci 
relaţia (VII.5) se poate serie: 


ον 3 
κ Ορί ΣΧ x 
Fi Š - 777) ° = Em 3 (YIi.6) 
le- -1) S 
unde: Ορ, = Sígsata în dreptul forţei P = 1 (deci în toate punc= 
TE tele grinzii) produsă de en moment M, = 1; 
; Cip = Eoţirea $n dreptul momentului M,z 1 (pe peazenul 1) 
E a de forta P = i; : z 
d. = rotirea din Peazemul £ produsă de momento E, = 1. 
Aceste deformatii se pot calcula cu relaţia Mohr-Esrwell:; 
d; p 2: AE Oak s | με ος | 
ἜΚ zl = E S (11.22) 
n-t) Ἐς ES 
S MES AU 1) A00 ux Sa ar 1) d; ui^ s A 
LL EJ: 
Din relaţiile (VII.7) se vede οὔ sînt necesare diagramele 
de momente ua 1), Κῶ st ΝΑ) (£ig.VII.5). A 
Péntru trasarea diagramei de momente îi Y Ὁ 89 poate folo- 
Bí metoda punotelor fixe (paragraful 1.1.2). DNA trasarea > 


åiagramelor de momente w ' τῷ se ia oa sistem statio doter- 
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e 0!25]5878910 


Fig.YI - Š 


Pentru detorminarea orâonatelor 7x ale liniei de influ- 
entá, trebuie deci calculate: Ξε 


a) rotirea e, ο de Μις 1: 
(n- zu σα, που 


8; - οἱ; DE ον 
Bau: ` 
(0-1) il 4 
d; = ĝi m PIEN (e, *ect )- fi Pia | (VII.8) 

b) săgețile după direcyln sarcinii unitare mobile e,proda- 
se de Mz 1; 

(n-1) (ο) στ (n-1) 

ΩΣ WAT ο. -Σ{οψ' 2E (711.9) 


Rotizile “ "şi ("ge calculează cu relațiile: 


’ T Sed 
SE eni 
= 


(YII. 10) 


q'-7 
Fiecare deschidere 86 E de obicei în sece păzi 
(fig.VII,5 d) mărimile ΚΑ şi γ᾽ ‘găsindu-se gata calculate 
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în manualele de calcul al construoțiilor (a se vedea exemplele 
numerios). Introduofnd relaţiile (VIX.lo) în (VII.9), se obține 


expresia de calcul a găgeţilor în dreptul forţei P = l, în fie- 
care Beoținne a grinzii: 


(m1) 


op; = ος Y: due ; E (VII.11) 

Pentru trasarea liniilor de influență este necesar să se 
efectueze următoarele operaţiuni: 

l. 8e scoate legătura corespunzătoare efortului sau reac- 
$iunii a cărei linie de influență dorin să o trasám si sistemu- 
lui de n-l ori static nedeterninat i se dă o deplasare în sens 
invers efortului „obţinînâu-se linia elastică ce reprezinté allku- 
za liniei de influenţă, 

25 Be rezolvă sistemul de n-l ori statie nedetrminat scyjio- 
nat de K,= 1 (obisnuit prin puncte fixe) $i se determină disgra- 

ma E), 


3e Be determiná oerdonatele liniei elastice cu relati; : 


Δ. Be determină scara Liniei de influență : 
α΄ y 


gi =d, "m E mi 1+1 (ec - tx] feti 


5, Be determină ordonatele liniei de influență: 
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1.1.2. Linii de influenţă al eforturilor Σι». din 
interiorul unni panou al grinzii continue 


“Linia de influentá a mozentuluí K; 4 
Momentul din secţiunea i se exprimă funcţie de momentele 


de pe reazozele din stinga şi din dreaptă seoyíuniíi"i" (fig. 
ΤΙΤ«6). 


Fig. VIi-6 


Dacă forţa P = l se află în afara panoului sectionat (fig. 
τττς b) şi considerînă că Ms > Ma 7 momentul din secţiunea ἃ 
ars exprssizs: 


-ᾱ--- Κι 


4 


H. 1, κ x, = X, XZ Ν (1 στο M, x 
Bi s^ -ᾱ---- BSA i 
Sau : x = = + 
i 1 í 


X, = N, - + ua τὲ στ, 124) 
PÉícind notaţiile : f x 
£ m (V11.13) 
5. τ 


se obţine: M, = M ΜῈ» Μι. ij (VII.120) 
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Din relaţia (VII,12 b) se observă că ordonatelo liniei do E. 
influență a momentului M, ș pe panourile laterale celui ca goo- 
iunea "i", se obţin prin sunarea liniilor de influenţă M, $1 M. 


multiplicate cu $5 şi respectiv s . 

Dacă forta P = 1 se găsește în interiorul panoului ou seo- 
iunea i (fig. VII.6 o), ordonatele liriiei de influenţă pe acest 
panou se calculează astfel: 


M,» M, Ç. + Ma Ç. «αὶ (VI1,14) 
ordonatele dinj “ 3 
unde μὲ zViinia de influenţă a momentului în seoţiunea , i 


la grinda simplu rezomatá (fig, i az ὁ ο); 

Din relaţia (VII.l4) se observă . οὔ o ordonată din linia 
de influenţă M; » în interiorul panoului seoyionat 8e obţine prin s 
Sumarea -ordonatelor celor trei linii de influență. Be obține 


astfel linia de influenţă din figura VII.7.b. 


= uentá ortoi tüietoare sectiune 


Daoá forţa P = l se află în afara panoului ou secțiunea 
i , expreBia forței Gáletoare din sooyiunea 4 (fig. VII.7.0) 


estet 


X-x M. ck 
ιν αν UO TU 7 (YII.15) 


Dooi exdonatele liniei de influenţă a forţei táietoare sa obțin 
prin sunarea liniilor de 1nfluengd Y momentelor M, 91 M, malti- 
plieste on πο, panourile laterale celui ou secţiunea "i". 

Dacă forța P s 1 se află în interiorul panoului cu Sectin- 
nea "wi", erdonatele liniei de influenţă în acest panou se calcu- 


leszá astfel: 
Mç 0 | 
Ta = = στ + R + τι (VII,1C) 


orüonstele din 
andet EH =Viinia de influenţă a forţei tüietoare la grinda sim- 


pla resematü (fig. VII - 7) 
88 obţine astfel linia de influenţă T, (fig.VIl.7 4), prin 
sumarea celor troi linii de influenţă. 


Linia de influenţă a reacţiunii Yi 


unma Vi 


cO ALL LITE 


E 
[14] 


FUTT Ro" 


mig, ΥΙ- 8 
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va cal 
oula pentru P s l pe panourile exterioare , porțiunii (421 4 441), š 
cu ον 


M= M --- 
Vau V = 
ye t tala Aa." (VII.17) 


todel 


Din figura VII.8 b se observü οὔ reaotiunea V, se 


iar pentru P = 1 pe oele două panouri adiacente roazemului "i"; 


„Mi Ma, X. = N 
Vaz VI + VY + VO > v? = VII,18 
ga VI + ve + Ví "Ww More (VII,18) 


unde: iri = linia de influenţă a reacţiunii V, la grinda simplu 
` mezemaţă (fig.VII.8 o). 


— 1.1.5. Metoda punctelor fixe 


Daóá la o grindă continuise încarcă un singur panou (fig. 
VII.9 a)secţiunile în care momentele sînt zero, ín panourile 
neîncărcate sînt totdeauna aceleaşi şi de aceea aceste secţiuni 


se numesc puncte fixe, 


e 048-- 


In fiecare panou al grinzii există un punct fix fia de 
transmitere a momentelor spre dreapta (cînd panoul încărcat este 
la stînga) şi un punot fix fa de transmitere a momentelór spre 
stînga (cînă panoul încărcat este la dreapta) (fig.,.VII,9 b). 

Determinarea coeficienţilor de transnitere a momentelor 
spre dreapta san stînga,se face cu ajutorul unor relaţii de re- 
curentă stabilite prin utilizarea relaţiei celor trei momente, 

Astfel, pentru an pancu mi” , având la stînga panonl"i-1" 
Si la dreapta panoul "i41": š 


* Y e fi Ç 15 
t, o zi " VII. 9 
Scurt e z Sand uu 


` 1 fi το IL) 
GS. ο τα, Pus fi 
In aceste relaţii, ος gi 6 au Gepnificatiile cunoscute = 
de rotiri produse de momente unitare, la grinzi simplu rezemate. 
Pentru grinzi cu moment de inerție constant se obiine: 


x Φε : ica ` 1 A : 
V d" 205 πα s ερ να) Quo) 


K s e MET 
65 244 1 Ea a e , Ee. e (2- X, s) (VII.22) 

Be pleacă totdeauna dintr-un panou de capăt pentru care 
coeficientul de transmitere este ounosout (zero cînd capătul 
grinzii este articulat sau simplu rezemat şi 0,5 cînd capătul 
„„inzii este încastrat = fig.VIl. 9 e). 


gr 
Pozițiile punctelor fixe (distanţele a, şi b, faţă de 


reazen9) 86 detorminá ou relațiile: | 


3» 


^ 
) 
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NS έν è $ p2 
f ey tele: tf Tft τς 3 στι (VII,22) 
€1 6-1 
: & fe £? 
n TII, 
a «C +o, +B; Jia end 3 (e + biga )- Z — (VII,2A) 
HC 6f 


iar momentele M, , M, de pe reazemele panoului încărcat se cal- 


culează ou expresiile: 


» 
δι Ms. dia 
Me == LS ei ¿S ° em 
ποτ ο 
. x σῆς; > 
Ma E S E fe dus. d Y; ! (VII,26) 


PUES a) Brat, gta) 


sau în funcţie ae distanţele a, p bi» ος (fig.VII.9 b)-: 


ne | íc- b / c 
i PE pi [Ων σα pi + fu z Z D. ;  (VII.27) 


b; (fe - ai) p PORTE «n 

g τες 2132: C fe TÉ c; Ë; L 

- In aceste relații Ta şi E reprezintă rotirile produse 

E încărcările exterioare pe [IC penoalui! £ considerat 
ca grinâă simplu rezomatá. 


=, 1.28) 


1.2. Cadre 


1.2.1. Calea cinematică 
Principiul de construcţie a liniilor de influenţă este 
acelaşi ca la grinzile continue, Pentru exemplificare se anali- 
zează trasarea liniei de influenţă a momentului Pres la cadrul. 


din fig. VIlelos 
Be Booate legătura corespunzătoare momentului κοκ şi 
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Bistemului de n-l ori statio nedeterzinat i se dă o deplasare 
în sons invers momentului, Se obține astfel linia elastică ce 
beprezinţă alure liniei de influență, Ordonatele 2 din'linia 
de influenţă se determină cu relaţia: F 
ps -Z -- Sfi : (V11.29) 

£t A . 

mărimile din relatjia(YII.29) avînă semnificaţiile preci- 
sate la grinzile continua. ` 


Γιο. VII- Ὁ 


1.2.2. Calea analitică 

Aga cum s-a precizat, în acest caz se lucrează pe sistemal 
de "n" ori statio nedeterminat, Procedeul poate fi folosit după 
principiul prezentat aici şi pentru trasarea liniilor de influ- 
entí la alte struoturi (grinzi continue , arce). 

Pie cadrul din figura VII.ll a acţionat de sarcina mi- 
tară mobilă P = 1, 89 alege ca sistem de bază in metoda forţe- 

ο lor sistemul statio determinat din figura VII.ll be 


Bistemului de nel ori statio nedeterminat i se dá o deplasare 


in sens invers momentului, Se obține astfel linia elastică ce 
mepmezinth alura liniei de influență, Ordonatele 7 din“ linia 
de influenţă se determină cu relaţia: z 


n 
b 1 
νὰ Op: 
mp apr : (V11,29) 
ee σὰ 


mărimile din relagia(VII.29) avînă semnificaţiile preci- 
aade la grinsile continue. ` 


Fig. VII- Ὁ 
1.2.2. Calea analitică 


Aşa cum s-a precizat, in acest caz 5é lucrează pe sistemal 
de "n" ori static nedeterminat, Procedeul poate fi folosit după 
principiul prezentat aici şi pentru trasarea liniilor de influ- 
enţă la alte structuri (grinzi continue , arce). 

Fie cadrul din figura VII.ll a acţionat de sarcina mi- 
tară mobilă P s 1, 89 alege ca sistem de bază în metoda forţe- 
lor sistemul static determinat din figura VII.ll b. 
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Fig. VIL-M 


Sistemul de ecuaţii dé echilibru elastic este: 
d xs ολο αν 1p = o 
ο», ἂν + d d, di p=0 
σα σρρ ηλ Oo TOR 02 p 
P (111.29) 


I 32 X2 + 033X; + 03 p = O 
Prin rezolvarea sistemului de ecuaţii (VII.30) se obţin nscunos= 
cutole Xie Xo» x; $n funcție de termenii liberi οἱ d. , d. š 


| 1» 
x, - fn dp + βιεθορ + 2. 
Xa ferdip + Edu, + fs dp 
Xa = fad, pt Pazd 2p+ R sp 
Pentru a vedea care este semnificaţia Ceca fa 


în prima ecuație din Bistemul(VII.21),facen pe da 3p= 
gi z 1. 


(Vi1.21) 


de 


Deci, x, = fi (V11.32) 


Be observá οὔ fu reprezintă deci mărinea necunoscutei 
x; produsá de o deplasare unitarü cd. lp" 1). 
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b. 


Fig. VIL-4 


Sistemul de ecuaţii de echilibru elastic este: 

° : 
Op X; + ορ Xa + dax + de <0 
dă, + οἱ οἳ -ο 

es 22 + 92: = 

: 22 2339 P (VI1.30) 
di x2 32X2tO533X, 3p=0 : 
Prin rezolvarea sistemului de ecuaţii (VII.30) se obțin necunos- 
catele X}, x, x, în funcţie de teruenii liberi οἷν x dap d, 


< -Bn dp TE + frog ` 
22 = faro, p + Eds, + fées dp NON (1.51) 
Xs = = dp + Bazd >p + ss She id 


Pentru & vedea care este UE eséfiolanytien gos 
în prina ecuatie din sistenul(VII.31), facea pe d. 292 
84. d lp zl. 
Deci, αι = Fu i (11.32) 
Be observă că {μι reprezintà deci nürinoa necunoscutei 
x; produsă de o deplasare unitară (δὰ = 1). 
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In consecință, coeficienții fax „ depind numai de caracte- 
ristioile structurii, nu gi de mărimea încărcării, 
Mai rezulţă în baza reciprocitátii deformaţiilort 


` 


Pix τι (11.52) 


term oefiolentilo Ak 


In sistemul de ecuaţii (VII.20) 59 dá pe rînd coeficienți- 


d, 


lor următoarele valori: 


zl; d. 


Ipoteza I: d 


lp ° 2793 5 s. 
Ipoteza II: dips ei da sli da, = ° 


Ipoteza III: dip = ° 3 da = ο T 
Din relațiile (VII.21) rezultă: 


Ipoteza I: 3) = fyi αρ” fai mx = fa 
Ipoteza II: σι = fai z= fas 5 = fa 
Ipoteza III: xy = fasi x z /68 1 x; = f 
^ In baza reciprecităţii deformajiilor 9. ο” da , deoi 


necunoscutele se vor determina cu relaţiile: 
i furet falaz ο uen 
σον ea 
X3 = fu d», + fs dpr + feas dpa 


In relaţiile (VII.24) , Oph are somnificayjia de săgeată 
într-o secțiune ourentá (unde calcă saroina P = 1) produsă de 
X, = 1 , în sistemul de bază static determinat, 


[i 
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A determina linia de influenţă a necunoscutei X, + revine 
deci la a determina linia elastică gi aceasta ínsoannü a calcula 
d. pi + & le inmulyi cu constantele fux şi a le suma confora 

relaţiilor Ac ball 
Săgeţile NI « Be deterniná obignuit: 


UY M, κ Ea eg fr (727^ (VII,25) 


După ce s-au determinat liniile de influenţă ale nesunos- 
cutelor, 8e pot determina liniile de influenţă pentra oricare 
efort ştiind că acestea se exprină în funcţie de necunoscuţela 
zi i 

8, = 5? + S X (E το» x; 
şi deci: 0 : (VI1.26) 


οσο ce + 8£ 7ə * 54 ^ 
In relațiile (VII.35): 


-7° = ondonata Liniei de influență a efortului B, pe 
un sistem static deterninat. è 
EA Z i 75 sînt ordonatele liniilor de φας ale 
necunoscutelor 
- 8l, ΕΖ, B? atat valorile eforturilor 8, din diagramele 
„unâitaree 


1.5, Arco 


Liniile de influenţă ale eforturilor sau reacţiunilor la 
eroe se pot determina fio pe cale- oinenatică, fie pe cale ana- 
líticá, după principiile prozontate anterior, 


= 251 - 


1.5.1. alea oinematiok 


Se gooate legütura corespunzătoare efortului a cărui linie 
de influență dorim să o construit şi sistemului de n-l ori sta- 
tio nedeterminat í se dă o deplasare în sens invers efortului 
introdus în locul legăturii suprimate, Linia elastic obținută, 
la o anumită soară,reprezinţă linia de influenţă căuţată, 


Linia de influenjó a momentului Myy (fig.VII,12). 
In figura VII.12 b se indică 
linia de influenţă a momon- 
: tului din încastrare, Scara 
T = liniei de influenţă se obţine 
pentru 9, z l. 


Pai 


Practic, se acționează 
cu un moment unitar Mz 1, 
figura Vil.12 9. Ordonatele 
liniei de influență se obţin 
prin împărțirea ordonatelor 
din linia elastică (5) la 
rotirea 9,4! 


ti 


1.3.2. Calea ‘analitică 


Se lucrează po sistemul de 
m” ori statio nedeterminat, 
Fig. VIL- 12 „Pentru simplificarea sisto- 
mului de ecuaţii din metoda 

forțelor se folosegte procedeul transferării neounosoutelor in 
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Centrul elastic (fig,VII.12 d), Folonind acest procedeu se obti- 
ne Sistemul de ecuații: 


dx, πα Sena 
EN + Δρος 


σι χι + As 
Datorită feptulüi E încărcarea exterioară este o siot 


unitas, A = „a $ iar pe baza reciprocitátif ah = c pi^ 
Din M Sel de ME (VII.37) rezultă expresiile necunoscu= 
telor X, + deci expresiile analitice ale ordonatelor liniilor 


(V11.27) 


de influență 7 fai : 
S Apă S οἳ τς ois. 
erg teme ας e 


. (VII,28) 


unde: e = deformatía dapă direcția forţei P = 1 produsă de 

xil (deci diagrame săgeţilor pe sistemul de bază 
produse de x;= 1) š 

== d, {1 = deplasarea după direcţia necunoscutei x; produsă 

de ο forță xi l, pe sistemul de bazăe 
"Avind trasate liniile de infizentá ale efortutilor xj, x, 

91 x, putem construi liniile de influenţă ale eforturilor WR 

în orice secţiune, deoarece acestea se exprimă în funcţie de 

xj» X2: X5 gi de sarcina unitară nobílá(P x 1. 


= 2. Εκοῦ]οπθ rezolvate 


1, Bă ge traseze liniile de influenţă ale eforturilor 
?, şi κ, la grina continuă din figura VII.15 a. 


= 253 > 


Pentru trasarea acestor linii de influenţă, trebuie 
să trasüm în prealabil liniile de influență ale momentelor 


X, 61 Xe 
a) Linia de influentă a momentului M, 


Be suprină legătura corespunzătoare momentului M. gi sis- 
tenului de (n-l=4) ori Static | nedeterminat 4 se dă o deplasare , 
în sens invers efortului M5, construindu-se linia elastică 
(fig.VII.15 b), a 

Pentru a trasa diagrama de momente απ , 59 foloseşte 
metoda punctelor fixe, calcultnă: 

= Coefioienţii de transmitere spre stînga = relaţia 
(VII.22): | : 


= Ooeficientii de trangmitere spre dreapta - relaţia 
(YII.21): S or : MAT 


Cu aceste valori pi ounoscínd N „= l, se determină momen- 
fele pe celelalte reaseme pentru diagrama aD (fig. VII. l30) 


" 


ML TC 


Sent 


E... 
SERT HM 
E, = X, σσ 
ELEM 
κ = W $a 


i 1 x 0,214 m 0,214 


= lx 0,219 = 0,219 
x 0,219 x 0,286 x 0,062 


= 0,062 x 0,5 = 0,021 


Fig. VII- 15 


Pentru a oaloula roţirea 94, se trasează diagrama πὰ) 
(fig.VII-13 d) şi folosind relaţia (VII,.8): 


6 
--επχ e 2M + lC yir sim) - εἴτα 0,219 = 2:22 


Se determină apoi ordonatele liniei elastice, cu relația 
(FII. ll): : 


== 2 
yz = 8 Pe b p= gi a b 73 


folosină coeficienţii 7 si 7 sata  ealenlati. 
Ordonatele liniei de > Mer ăueayă. a momentului "2 89 calcülea- 
ză cu pelea (VII.6): z 


ζω” τ: 
Toate calculele sînt diuitotizate în tabelul VII. T 
Linia de influenţă a momentului E este trasată în fig. 
YII.12 6. Us 


b) Linía de inflnentá a momentului Ms 
i - πίΏ-}1) = 
Procedínd în mod analog se determină diagrama κα 1 pen- 


tru care se calculează: 
- Coaficienyii de transmitere spre dreapta: 


A Ba rm 


x = 0,285 
# d " 2+ σα rea) " 55 ! 


- Ἐν ΤΗΝ de transmitere apre stînga i 
d = ο $ 2 = Όλα» = 0,21^ 


^ 


o aaee O UM 
00480 | 00 .O«Y'40.04412004 = 0445 JEL 
O + 0.014 «5584 = 0.766 
0*0.2142400 = 0.696 


996 | O+ 0.24424.096- 0.875 6 
0 + 0.214 x $072 = 0.656 


oo 
5 
o 


: 


x254 = 40202 =-/ 528  — 
_ 0.214x2.25 - 442.25 =- 7,770 
0.214x2.02 -412.34 «-/,878 


oplo 
eo 
o 
să 


Sle : 
olo 
C» |+. 
+. |09 
° O e 


ΕΣ 
= 
5 
6 
EE 


ERE 
Qoo 
28 


=] 


21 


0.249 x2.25 - 0.062x2.25=72,25$ 
0,249 x2.02 - 0.062x2.51 = 2299 


-0.062x175 + 0.031x415 =-2277Er 
_ = 0.062 x 231 «0051x202 =-g28/ 
— 0.062 x2.25 +0.0%41x2.25=-28272 


Rezultă astfel următoarele valori pentru diagrama a 1) 
din fig. VII.14 οἱ 
x, αρα 
X, = X77 . = lx 0,214 s 0,214 : 


— 


Κι = 172 = 0,914 x 0,214 = 0,0456 


χε 
K, = 0 
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— 


M, = 1,7 a = lx 90,285 = 0,285 


-— 


M, = κ, ὅσα = 0,285 x 0,5 = 0,1525 


Pentru determinarea potirii 955 se trasează diagrama de 


monente KD din fig.VII.là d şi reznltă O E 


933 = -f2 Ma +3 t3) -F3 M, = 
RT 


a 4 a 
= = ZZ > 21% + MD * I ) Gi 
Calonlele sînt ointetizate în tabelul VII.2 şi se obţine 

în final linia de influenţă M5 din figura VII.1^ e. 


Li 
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ume Me ' Tabelul Vii- 2 


/ 0 -004960x5504 0.162. — 
O 2004561400 -01822 | 


0 -00450x4096 -0:005 — F006s 


ua OT con ris 
-00456ι1.75 + 0.214x445 =01673/ 
-0.04981251 «0.21402 * 03269 
20.0456x225 90.214 0.99 203789 
20.0496 x2.02 «0.214«2 54=0 4022 


7004961145 «0.2145175 «03/78 


0 


0.51Ἴνα77 — 110512. =- 0347347 |-ar 


0214x102 — 40.835 =- 26766 
0.21211.00 — 1x100 07560 
9-21 25410.8095- 13122 -08285 


NE PAAK LIREI - 4x0.77 e-2,6605 
Ou 


g - 4,475 «0005, ΚΑ15 7160235 


- 4v 202 < ο. EHE = 13677 


= ΤΕ PETS 2853175 - 0672 


026053175 = 04425 x 0.S12=a420 a 


ο — 0.4425 10.3958530 m 


» $0 
[1] 


€» €» C Q C 
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Linie M5 Tabelul VI- 2 


Som ME D zoar 33 = οι στο —0095/£1 
x 004565400. -01624 
- Ξ 0456 κά 196 =O.1665 _ 


Sf 045552. 25 «0.2142. 2303700 J 


3 
9 
1 9. 
1ο. 
9. 


O. 
= 47475 «09285 TEX --1422353-5 4: 


lol, 


Cai 4^ 


c n» ο ω o: 
O C^ Qo ο) 
Qe co eoo 
@ QG O! O 


(OU ον 


ο ---- n 
“02654175. 204425 0.512c2«20)5 12945 _ Í 
= 02057221 = 0.442510.295=q.5309 ! 


ο 26572.25 — 0.14 254.0 *04987 A 


š 


Q o | ΚΘ 
-4/566 |20575 |. 


3 
S eremum 


ano 
3 NIS 


SIS 
RIN 
99 


Sie] iS 
TIRE 
[ΠΠ ΠΕΙ 


2 
8] 
LZ 
E 
E | 
8] 


εσεις] > = >= = 


ISIS 
= S 
ë! 8 


-00162 |4/326. 530 264 Ξ 
-30738 10,1716 π4130686 |N 


Τ 
S 
Q 
N 
N 


| NO 
N 


5 
à 


Ὁ 
ç 
Ὁ 


0023614075] |g2300| Λ|ΘΘ264 | 
=e S 


EAGSSEERESESESEREJCIEDRESESETEI 


Š 
S 
18 


Linia de influenţă a momentului N, 


Pentru a determina linia de influenţă a momentului dintr-o 


x pecţiune de pe deschiderea . mut panou, se scrie acest moment sub 


forma: 
M, a yea y *M , 


`. 


deoi în cazul dat: 


κ, = Mo Try + uj 
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deci: 
M, = 0,6 M, + o, M, + MU 


Mi 


x 


ΑΦ. Vir - 5. 
E | 


In figura VII.l5 a este .reprezentată linia de influanjà Mj, 
iar pentru trasarea liniei de influenţă a momentului din secțiunea 
21 a grinzii continue, se suprapun ordonatele corespunzătoare 
din cele 2 linii de influenţă (Κο. X, şi My ), pe basa relaţiei 
scrise anterior (tabelul VII.3 şi fig.VII.15 b). 


Linia de influenţă a forței tüiotoare din sectiunea i" 


Forța tăletoare T, se poate sorie sub forma à > 


nep- pen 
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Valorile coeficienţilor Σο Hi aint: 


3° ξ-εβ- 0,6 
Te ga = oa 


deci: 
M, = 006 M, + 0,5 M, + NP 


Me 


-4 
a. alem , x-24 77 


πο ZA, 


ΑΦ. VI - /5. 


In figure VII.l5 a este reprezentată linia de influanţă M, 
iar pentru trasarea liniei de influenţă a momentului din secţiunea 
i“ a grinzii continue, se suprapun ordonatele  corespunzăţoare 


din cele 2 linii de influență (M., M, si Mf ), pe baza relaţiei 
scrise anterior (tabelul VII.3 şi fig.VII.15 b). 


Linia de influenţă a forţei tüiotoare din secţiunea, i" 


Forţa tăietoare Tí Be poate scrie sub forma 


nep- yon 
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Lima Ti Tobelu Vi -4 


ah 


Š 
š 


- 2721 _ |- 2 21 
-229420 |-20948 
-00453 
ETE 
EA 


P 

2 

[6 | 

[8 | 

SEC 

| Eze Ese S —] 

2. 3/85 

26235 | N — | 27232 [27039 | 
2/303 [0715 | Ν | 27206 _| 0,1206 
n 2 1382 pn 27277 
8] [-2£928 121093 [06073 | νο [0/02 
oz η | 0 | vos mor. uc 
- 0,220 |- 295 ο/005 | 2200 

-0277 |-o02329 | 00441 | 2221 | 

2 2.500 

| -a226 |-2285! |-2es9? | 2420 

[e| Γοσ |-22273 2,200 0,1722 
Eo | —o-—[s—2:55] acsi cuui Ec Le 
2 === 2 E 2 
Z/04 |-24826 | 03866 -20972 
; 25968 -01210 
1553 , 112. 
FI ) 

8 | 


N 


b 


ο[ο[σ]ο]--[ν]ο[5] 
ο ο SIR @ S NN 
S SIS SIS MES 
ΠΗ 


Suprapunind deci ordonatele corespunzátoare din liniile 
de influenţă Μον X, 94 T? (fig.VII.16 a), pe baza relaţiei scrise 
pai sug, 69 obţin ordonatele liniei de influenţă a forţei táio- 
toare, T, la grinda continuă, Calculele sînt centralizate în ta- 
belul VII.^ şi BO obține linia de influenţă din figura VII.16 be 


all 


Fig. Vii - 76. 


== 2. Să se construiască linia de influenţă a momentului ut " 


la cadrul din fig.VII.15 a. d 
89 va utiliza calea cinematicá, diagrama g(n-D deterni- 
níndu-se pe două căi: : mn < 
8. Folosind metoda fortelor i 
Pe baza principiului general indicat la începutul capitolu-- 
lui, ordonatele liniei de influenţă se calculează astfel: 
š Jy 
- t “= int 
| [E 
Pentru a trasa diagram (7D produsă de două momente 
t a: 
unitare ° (fig.VII.17 b),se alege sistemul de bază din figura 
E trasează diagramele de momente My, l5, M, (fig.VII.12 
VII.17 ο. 4,0,f2) şi se calculează coeficienții d ik? Ap 
2 1 ο το 1 8 & I 
Jue fÉ ae 8. $ x pis + obe Αλλο. 
Φ 
4. 


ο eene πας 


25. νὴ - 76. 
= 5. Să se construiască linia de influenţă a momentului ut š 
la osdral din fig.VII.15 8. 
se τε utiliza calea taiati tel, diagrama a(nmD deterni- 
nindu-se pe două cái: = 
8. Folosind metoda fortelor 


Pe baza principiului general indicat la începutul cspitolu- 
lui, orăonatele liniei de influenţă se calculează astfel: 


S : Ten a zt 


Pentru a trasa diagrama aD 
unitare AE (fig.VII.17 b),se alege sistemul de bază din figura 


VII 17 Ce 


produsă de douá monente 


d,e,f) şi se calculează coeficienţii d ik’ 


UTEM a = o 
2 Jë = do LEE t BI, dc 


Se trasează diagramele de momente My, Mos u (fig. VII.17 


= 


fig. VII - /6. 


-- 2, 


Să ge construiască linia de influenţă a momentului it a 
la cadrul din fig.VII.15 a. , 


Be va utiliza calea cinematică, diagrama y(n-D deterni= 
nîndu=se pe două cái: 


8, Folosind metoda fortelor 


Pe baza principiului general indicat la începutul capitolu-- 
lui, ordonatele liniei de influență se calculează astfel: 


St - 


Pentru a trasa diagram ip -1) rosas s ae două monente 


t 
unitare x" (fig.VII.17 b),se alege sistemul de bază din figura 
17 Se trasoazá diagramele de momente δν 15, u (fise VII. 17 
VII. Ce 


d,6;£) şi so calculează coeficienții d ik? Aip 


+ (HB abis mire + 3 x Ë = Š z $ e= 
2 Φ 
ΠΕ ον ΠΣ πε; 


Fig. VI - /6. 
== 2. Să se construiască linia de influenţă a momentului ι8΄ 2 
la cadral din fig.VII.15 a, 


Se va utiliza calea cinematicá, diagrama (nl) aeterni- 
n$ndu-se pe două cái: 
8. Folosind metoda fortelor 


Pe baza principiului general indicat la începutul capitolu- 
lui, ordonatele liniei de influenţă se calculează astfel: 


teu 


Pentru a trasa diagram KD produsă de două monente 


t ` 
unitare 15 (fig.VII.17 b),se alege sistemul de bază din figura 
1 Se trasează diagramele de momente M), L^ u, (fig.VII.17 
VII, Ce Ξ 


i: d,e,f) şi se calculează coeficienţii d ik? Ap 
1 1271 l 24.8.2 Ee 
IUD EMMII 


3 


ο E T 


ΤΉΝ. 


(pe 


peru JE m 


= 263 = 


Rt 
a) 
U 
c 


p - «cis 


Mig, YIL-47 


gu 


nmm 


ΙΓ τε 


0.8, 


— να 


Aap = | gt ax = - HE 


Cu aceste valori rezultá sistemul de ecuaţii 


25,22 x, + 16 x, = + 13,5 
1,6 x, + 28 x, = «24 
ale cărui soluții sint: SA 
x) = = o 01332 : Xe 0,8647 
Be obţine astfel diagrama SEL) din figura VII.12 6. 


. Pentru & calcula rotiroa 655 este nocesará diagrama x, 
care este identică cu diagrama = =; din figura VII.17 f, şi deci: 


nz) g( 
LEE [emu IN. (2b 0913921) + + 


+ (0,1352 + 0,15301) bk a 2,80874 . 


89 A în continuare sligoyile yz : ale liniei elas- 
tico, ou relaţie | 


DIEN 
"xt C 1a 1) 


7) "pe iau din tabele, iar a şi b sînt ordonatele din dia- 
nl) , ain capetele fiecărei bare, 


= 265.2 


igpáriind valorile yz la valoarea rotirii 656 + 80 obţin 
ordonatele liniei de influsnță din figura VII.l7 h, trasată 
pentru linia de încărcare (riglele cadrului), 

Toate calculele sînt centralizate în tabelul VII.S. ^ 


` sut 
Linio MEI 


' fest 


; » - 1.6 
TOETEREN sA 7I e: 
τ00΄522«6 4 ν Dol, tht 973 eta |- 


03155296 25«6 264 i, εν. 5952 εἴ, 


L δ. ` = 
co 01552156 «6.54; ien i*5le.fe 


CG Oo OOO 
w KA a a=) 
PoouooO 


Oo O0 EK 
i.c 
ο 1 
Ώ ο 


" 9 0155235 2460 zer, * «2 5703 ez 


O 


----- —1?£2 
*QSo47y 516: p 245595 τς. 
+ 000271422 fer. AB Ἔτι, 
+ Q 65-7«412 σετ. 70 Ἐς. 
+ O 064745 69 πὲς, - 159 i. 
* 0. O047,244 σὲς 730.95, mI, 
9 


Qu Gio £o 


A 


Observaţie: Ordonatelor liniei de influenţă 11 s-a schim- 
bat semnul , deoarece deplasarea se dá în sens 
invers momentului ES 


b. Folosind metoda deplasărilor 


Diagraza xD Be traseazá de data aceasta prin metoda 
deplasărilor (procedeul Cross) , în continuare caloulul condu- 


cíÍndu-se ca şi în cazul precedente 
Hunárul de deplasări distincte ale cadrului se determină 
ca relaţia: 
&z2n-b (V11.39) 
unde: n = numărul de noduri 
b = numărul de bare. 
deci: gs2x25-5251 
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Be stabileşte apoi sistemul de bază prin blocarea nodu- 
rilor şi împiedeocarea deplasărilor (fíg.VII,18.0). 


“Momentele de încaatrare porfootü: 


Momentul) = MS fo sixo520,5 ({16.ΥΠΙ.18 b), 


Momentul xor se va repartiza| pe cole două bare conourone- 
te 1n nodul 2. | 


- Rigiditügile absolute la încovoiere 


- BE(2I,) 
z —— = = 9,6 EI, 
loi 


3ET, 
E, = “G = ου» πι 
. 28210 )_ , 


να. 


= Rigidităţile relative la $ncovoiero: 


Echilibrárile nodurilor sînt indicato $n figura VII.18 ce 

Pentru treapta a II-a 69 suprimá pondulul corespunzător 
graâului de libertate şi so dá o deplasare, construindn-so defor- 
mata din fíg.VII.18 d şi deplasata din fig. VII,18 f. 


p 


rig. Vu = 18 


Be impune ELA = 1900 şi se deduc momentele de încadtrare 
perfectă din deformatü: - 


XQ. - 35... Ep. $ 09,33 
Xo, Sia = SIA = Sit = Spit τὸ 


. 
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Be echilibreazá acoste momente gi se obțin momentele (ο) 
(fig.VII.18 e). 


Din condiţia de echilibru a lanţului cinematio scrisă 
prin lucrul mecanic virtual (fig.VII,18 f si g), se determină 


coeficientul de corecție pentru deplasarea arbitrară impusă s. 
deci pentru momentele Hy 1 


Lia Xy «1 = @ 
în care: 


Lj «45,81 É - (75 + 56,25) É = - 23,9/45A 
L) = + 0,0275 e. (o,#+o, 2) $ = 0,1129 Á | 
1129 Á : 


DMonedtels totale din ospetele barelor 89 calculeazá agtfel: 


TED 


deci: . 


deci: E 
Mya = 79,2275 + 45,81 x 0,004712 = =0,01353 


κ»; = =o 6 = 56,25 x 0,005712 = -0,8650 


i5 = -0,4 + 56,25 x 0,004712 = -0,1350 


κ.» = -o,2 + 75 x 0,004712 = 0,1350 
trasindu-se diagrama de momente ("7D (fig. VII.18 h) ᾿ 3 


Cu diagrans HS) din figure VII.18 4: 


n-l) 
902" f st sd) axa I28r—(2x1—1xo 01353) +(o,135+o,152)2M= τ ze 
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Cu aceste elemente determinate, se obtina apoi aceeasi 
linie de influenţă ca în cazul precedent (tabelul VII,.5 sí fig. — 
VII.17 h), 


3. Să se traseze liniile de influenţă ale pro PR XiX X. 
(fig.VII.19 b), pentru cadrul din figura VII.19 a, folosind ca- 
lea analitică, E 

Se opersază pe sistemul de n'ori static nedeterninat , 


9 9 


o 
απΠΠΠΠΙ m ¿ 


Linia Xy 8 
N 


(n) e 


πιο. vIt-19 ` 


Diagranele M, sînt trasate în figura VII,19 o,d,e. 
Calculul coeficienţilor dit 


Jeune na ολ ο a i 


dp = sg 


= 270 - 


ΝῊ 

need νά 8, p 

d 

ds - Pelri ei oic - 302 - ó, 
———— rm 


Sistemul de ecuaţii (VII.30) are forma: 


8,807 xj = 4,5 x, + 54333 xy + dip 
— ο a =o 
5035 xt = 8 za + 9,333 33 + Ó = =o 


Pentru determinarea coeficienţilor Pixs Be rezolvă siste- 
“mul de ecuaţii în trei ipoteze şi anume: 
d zl; d 


2p" ° : > = o^" S (apoteša I) 


ip 
TU ja =l; dp = ° (ipoteza II) 
= 0 ș DN £93 ο" 1 (ipoteza III) 


Rezolvarea calor troi sisteme de ecuaţii se face prin pro- 
cedeul Gauss (tabelul VII.6). 
ne 
Rezultă astfel următoarele valori pontruYounoscutele X, 


gi deci pentru coeficienţii fe 
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Em ped ses 


Ipoteza I-a: 
xs = ΕΝ = 40,1105 = fn: 
7,259 x,» 5,148 (9901108) = -e,925 
04,0 
za = + 586298 = 10100472 = fan 
xl HIS = fn 
Ipoteza II- <; 


xs = = hij = -0,306 = (za 


7,259 x, = 5,148 (-9,296) .. 


χο-- s = 00354 = aa 


8,407 Σι” 4,5(-0,33%) + 5,333(-0,306) = ° 


xy = + 82590 = + 0,00472 - fi 


- £72. = 


Ipotesa III-a: 
"s to στε ον = f 
79259 x, = 5,148(-0,4325) = 0 
Ἢ = τόμος, fas 


8,407 πὶ = 4,5(-0,306) + 5,333(-0,4325) = o 
Xi x= + 0,1105 = fs 


Be exprimá necunoscutele Xj, χο xy în funoţie de termenii 
liberi dd, dap = relagtile ο 


Xy - -0,1865 d pl * 0, 00472 ος * 0,1105 ο, 


3 X3 = 0,1105 Jn - 9,506 je 0,5225. 0 s 


; Tabelul Vtt- 7 


ΕΠῈ ZE ERE 


- Calculul valorilne pi» Preoum şi determinarea , erdonatelor | 
liniilor de influență 7” 72 75 ale mărimilor x), x5, xs sint 
centralizate în tabelul VII.7, 


iw 2(3-- 


De exemplu, ordonata din liniă de influenţă a necunoscutelor 


Xi» la distanţa Xz22A; 
7yG=2n)= -0,1865 EI, Bi + 0,00472 XI, HÉ -0,1105 x o- 
E > Q 9 
= =0,4401 
iar a πρ : din lfnia de influență = 


ο = 40500472 BI, E = 0,25^ EL, Ht = -0,555 


Liniile de influenţă sînt trasate în figura VII.19 fk 
. 9 Bš ge traseze liniile de influenţă ale eforturiler M, 
Tx! Nye» la arcul din figura Υ 220 8. 
“Ecuația axei arcului este: 


ys “5 (1-α) 


= 214 - 


Intraoft eforturile Κα Tet B, depind de valorile márimilor 


statio nedoterninate , Be vor trasa mai întîi liniile de 
Vă ale acoBtora, iie ca Fiind eforturile X)s X5, 
de simetrie a arcului. 


influen- 


x din axa 


Be va folosi calea analiticá de trasare a liniilor de in- 
flueng&, Pentru simplificarea Bistemulüi de ecuaţii din metoda . 
forțelor, se va folosi procedeul transferării. necunoscatelor în 
centrul elastic (fig.VII.20 b). 

In felul acesta, sistemul de ecuaţii se reduce la forza 


(VII.37) iar necunosScutele xj, DE 4 se deduc cu relaţiile 
(VII.38): ` 


um d 
ο. ze SFR $ => τ 


Coordonatele centrului elastic, mărimile ordonstelor Σι - 
şi ale unghiului Tas sînt determinate în cap. V = problema 1, 

i Linia elastică, deci mărimile ságetilor d pi? 59 Geduc prin 
metoda grinzii conjugate. Grinda conjugată se încarcă cu sarcini- 
le elastice W e care se calculează cu relaţia (cap. I): 


Wx = on ee At M.) 


= Calculul sarcinilor tastic produse. de Xjzl (fig. VII.200): 


Wee ο + gêr Cu + Κι)» ἐξ (243,95 + 1,31) = S452 


Wj» gêr Οἱ,» Aly- μ.ο)» ÉE (3,95% x 1,31-0,57) = Sg? 


Wo» ἐμᾷ (1,21 - 4 x 0,97 = 1,67) = = ἐμὲ 


i c 
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Intrucít eforturile Mo Te By, depind de valorile mărimilor 
statio nedeterminate,, Be vor trasa mai întîi liniile de influen- 
vă ale acestora, Apes ca Fiind eforturile X)5 X5, X5 din axa 
de simetrie a arcului, 

Be va folosi calea analitică de trasare a liniilor de in- 
fluenţă. Pentru simplificarea sistemulúi de ecuaţii din metoda ` 
forţelor, se va folosi procedeul transferării, necunoscutelor în 
centrul elastic (fig.VII.20 b). 

In felul acesta, sistemul de ecuaţii se reduce la forma 
CVII. 37), iar necunoscutele xj; Xo; x Se deduc ou relatíile 
(VII.38): 

2 d 1 --0 2 = d 
απ e 
Coordonatele centrului elastic, mărimile ordonatelor x 

51 ale unghiului Tas sînt determinate în cap. V = problema 1, 
` Linia elastică, deci mărimile ságetilor d pi! 55 deduc prin 
metoda gbinzii conjugate. Grinda conjugată se încarcă cu sarcini- 


le elastice W,, care se calculează cu relaţia (eap. I): 


5 ας : 
Wa = ENT. Out Hr s) 
= Calculul sarcinilor slastice produse de Xy=1 (fig.VII.200): 


Wo o + gir (2+ Μι)». Et] (213,93 + 1,31) = $2 


Wi» chr (,* Aij- Κο)» dM] (309344 x 1,31-o,57) = Spi? 


Wo» ἐμᾷ (1,51 = 4 x 0,57 = 1,67) = = ἐμὲ 


= 215 - 


w,= HP C-o,5? = 4 x 1467 - 2,07) = - fr 


Ws d Cue) = Ἐξ Corne? = 1,67) = - "γῇ 
= Calculul sarcinilor elastice produse de x = l (fig.VII,20d): 
w =Z Pr κ) = - gf (2 x 18 + 13,5) = - FE ` 
w = = di ese) = - ENE (18 + 2 x 13,5 + 9) = - T 
Ya = Ri (03,5 + 2 x 9 + 865) = = SË 
Mpa = Gf (9 + 2 ο... = 
w,= = Ë 089 = = 3⁄8 | xxm 
= Calculul sarcinilor elastice,produse de x5*1(fig.VII.200): 
— de ος 
4s εὖτ OS AM, M.) = eM «Αχ +1) = sat 
- 
τα dioec «o 
W, 4 i" | === : 
ES (21) = 282 =s 
Grinda conjugatá este o grindá poligonală $noastratá în 


centrul elastic, încărcată pe rînd cu sarcinile elastice determi- 
nate anterior, aşezate vertical (direoyia sarcinii unitare). 


` 
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= Dete xy | 
rninarea sügetilor da produse de Xjxd (fig.VII.21a) ç 


A .- $E Ss. δομ 

JP = - τν» 

JD = = Silio s. ἔμᾶ Ls, 

| + 2800 x = = Abis 

9. enun. - Stă ass. 
x d τος ESTE 


— Determinarea săgeţilor dia 
produse de Xjzl (fig.VII.21 b): 


Ngn οι == EO = 


dise. -- 
OE = = 3925 - ansa- E i 
TEREA ENEE 
JP .- Magis pă sus Ë = pă mu A 


= Determinarea ságetilor δε. τα. de xy= 1 (fig.VII.210): 


- 211 = 


d$) α ο 

JQ) a μας 

JP n - fixo- S z as = - 446 

αν agus tb ea Se 

JP = 2282218 _ 5 ç 13,5 - δῦ κο- 582 anuos - εν 
ds & calcula ordonatele Tx ale liniilor de influență, 


trebuie determinate mărimile d daos dise Acestea au fost 
caloulate în problema 1 din cap.Y şi a resultat: 


Ju = διὰ $ da «299 | ds - ἔς 


Ordonatele liniilor de influenjá ale eforturilor Xi» XəsZs 
se determină cu relaţia (711.28) : 


= ο = da = - ordonatele liniei de influenţă a 
τα, 11 ° 


efortului nn 


Zx," Spa = pa - exdonatele liniei de influenţă a 
=; „efortului xj; f === 


οι Jaz = E = ordonatele liniei de influență a 
E : T efortului X3 » 


Liniile de influenţă ale eforturilor x), X, Xs, aint trasa- 
te în fig.VII,22, 


! LINIA DE INFLU ENTA A EFORTULUI X1 
(a) 0.26 0.77 12 156 


0.77 026 


τὰ LINIA DE INFLU Εμ A EFORTULUI X2 
- 0045 05s 0256 0. 
(b) 


0554 0.256 04155 00455 


LINIA De ἱμπιυ ENTÀ A EFOFTULUI X5 


š (e) E 1€ o 45 ο. 


 Liniile de influen ă ale „eforturilor Mes Tes Nk 


ale : 
Ge vor trasa liniile de influentă V eforturilor din STE 


nea 2, ow x>= 9 αν Jo x 4,5 m, tg το = 0,333, 508 o= 9,948, 
sin {ο = 0,317 (fig.VII.22). 

Expresiile eforturilor din aceste secţiuni se soriu în 
funcție de mărimile Xjes X2» Xz şi sarcina P = l, care se poate 
găsi în trei posiții caracteristice: 

a) P =1, calcă pe partea dreaptă a arcului (4! — o'); 

) P =1, caloă între neotiunea 2 şi cheia arcului (2-4); 

€) P = 1 calcă pe porţiunea 0-6. 


| = 279 . 


Cazul a): M." = X, 0,57 = X, 9 + x, 


Ty = X) sin {χη X, cos k= 709217 X,30,958.X., 
Nu» = Xjcos fyn X, sin fj,» -0,948 — x, 
Cazul b): M. = = X) 0,57- X9.9 +, - 1.Z 
pcm mg 0,217 + 0,988 12 + 1 x o,948 
N. = = ο, 948X;_ 0,317 X, Sr x 0,217 
Casal o): M, = = X) 0,57 -χρ.9 + X | 


N = = 0,918 X, - es317 X, 


l T as 


Ni 


| 


«T «di 


Για. VU - 25 
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Caloulele pentru determinarea ordonatelor color trei linii d 
de influenţă sînt sistematizate în tabelul VII.8 (4), tab,VII.9 
(το $i bteb;VII,.lo qo, iar liniile de influenţă obţinute sînt $ 
reprezentate în figura VII.23 Όρο δά d. 

Ordonatele se obţin pe baza relaţiilor sorise, în funoţie 
de poziţia sarcinii P-l şi folosind ordonatele corespunzătoare 
din liniile de influenţă Xi» X5» Xj» trasate anterior. 


iale anii ante Ta Tabelul ΥΠ-8 E 


(y 


ră, 


F--K——————————— 
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Linia de influentă Tk Tabelul ΥΠ-9 


0.77 


: SEES de inilu enia Ni : Tabelul VIi-10 
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